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Annotatsiya. Bu magolada biologiya va tibbiyotdagi ba'zi matematik modellar garaladi.
Modellar orgali biologiya va tibbiyotning masalalari differentsial tenglamalarga va chizigli
bo'Imagan operatorlarga (jumladan, kvadratik stoxactik operatorlarga) olib kelinadi. Mazkur
modellardan differentsal tenglamalar va kvadratik stoxactik operatorlar nazariyasidan
o giladigan ma’ruzalarda ularning tadbiglari sifatida ham foydalanish mumkin.
Kalit so"zlar: Ekologik tizim, populyatsiya, model, differensial tenglama, simpleks, irsiyat
koeffitsenti.
O HEKOTOPBIX MATEMATUYECKUX MOJAEJISAX B BUOJIOI'MU U MEJIUIIUHE
AHHOI"(H(M}I. B oannou cmame paccmampuearomcs HeKomopsle mamemamudecKue
Mmooenu 6 ouonocuu u meduyune. C nomowro mooenet 3a0a4u OUOnI02UU U MEOUYUHBL CBOOSIMCSL K
oughghepenyuanuvim ypagHeHUAM U HeIUHEUHbIM ONepamopam (8 mom yucie K K8aopamudHbim
cmoxacmud4ecKkum onepamopaM). Omu mooenu moeym ObIM  UCNON306AHbI 6 Kadyecmee Uux
NPUNOJCeHUll 8 JeKYyusx no meopuu Ouppepenyuantolx YpasHeHutl U K8AOPAMUYHBIX
cmoxacmuvdecKkux onepaniopoe.
Kniouesvte cnosa: Dxonocuueckas cucmema, nonyasiyus, mooen, ougghepenyuanvroe
ypasHeHue, CUMNIEKC, KoehhuyueHm Hacie0CmeeHHOCmU.
ABOUT SOME MATHEMATICAL MODELS IN BIOLOGY AND MEDICINE
Abstract. This article reviews some mathematical models in biology and medicine.
Through of these models, the problems of biology and medicine are brought to differential
equations and nonlinear operators (including quadratic stochastic operators). These models can
also be used as their applications in the theory of differential equations and quadratic stochastic
operators.
Keywords: Ecological system, population, model, differential equation, simplex, heredity
coefficient.

KIRISH

Hozirgi vaqtda butun jahon bo’ylab matematika fanining biologiya faniga qo‘llash
dolzarb masalalardan biri hisoblanib kelmoqda. Shu munosabat bilan mazkur yo‘nalishda bir
qator ilmiy izlanishlar olib borilmoqda. Bunga o‘zbek va xorijlik olimlarning hissalari katta.
Yugorida keltirilganlarni inobatga olgan holda mazkur magolada mualliflar tomonidan biologiya
va tibbiyotdagi ba’zi matematik modellar tahlil gilingan. Asosan matematik modellashtirishlar
orgali biologiya va tibbiyotning masalalari xususiy hosilali yoki oddiy differensial tenglamalar
yoki chizigli bo‘lmagan operatorlarni (jumladan, kvadratik stoxactik operatorlarga) o‘rganishga
olib kelinadi. Maqolada, keltirilgan modellardan (turli biologik jarayonlarning matematik
modellari nazarda tutilmoqda) bakalavriyat talabalari va magistrlarga differensal tenglamalar va
kvadratik stoxactik operatorlar nazariyasidan o‘qiladigan ma’ruzalarda, xususan biologik va
tibbiyot masalalarini tadbiglari sifatida ham foydalanish mumkin.
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ASOSIY QISM

Oddiy yirtgich-o’lja modeli

Oddiy ekologik tizimning yirtgich - o’lja munosabatlarini modellashtirish muammosi
matematik biologiyada (ekologiyada) chiziqli bo’lmagan differensial tenglamalar tizimini
go’llash bilan boshlanadi.

Yopiq ekologik tizimda (ya’ni tizimga yoki undan tashqariga migratsiyaga yo’l
qo’yilmaydi) hayvonlarning faqat ikki turi mavjud bo’lsin: yirtqich va o’lja. Ular oddiy oziq-
ovqat zanjirini hosil qiladi, bu yerda yirtqich turlari, o’lja turlarini ovlaydi, o’ljani esa o’simliklar
bogadi.

O’lja-yirtgich sikllari

o S 10 15 20 2s 3o as 40
Ikki populyatsiyaning Kkattaligini ikkita chizigli bo’lmagan birinchi tartibli differensial
tenglamalarning oddiy tizimi bilan tavsiflanishi mumkin.
x(t) o’lja turlarining populyatsiyasini, y(t) esa yirtgich turlarning populyatsiyasini
bildirsin. U holda
X =ax — axy
y = —by + Bxy ey
tenglama o rinli bo"ladi, bu yerda a, b, a, B - manfiy bo’lmagan o' zgarmaslar.
Agar yirtqichlar bo'lmasa (y=0 bo’lganda), o’lja populyatsiyasi eksponensial ravishda
o’sib ketadi. O'ljalar bo'lmasa (x=0 bo’lganda), yirtqichlar ochlikka duchor bo lardi.
IMMUN TIZIMINING PARAZIT-MEZBON MODELI
Mezbon ichidagi parazit dinamikasi jihatidan P — parzit yukining hajmini ifodalaydi, bu
jon boshiga o’sadigan stavka r va immunitet tizimining faol tarkibiy qismlari tomonidan iste’mol

gilinadi. Quyidagi o rinli bo’ladi.

P

E:TP_If(P)’

ar_ If(P) — 61 (2)
dt_ef

bu yerda r, e, § - manfiy bo’lmagan o'zgarmaslar.
Immunitet ko’payishi parazitar anti-gen bilan aloga qilish orqali rag’batlantiriladi e
darajasi, va immunitet tizimining faol komponenti § darajasida parchalanadi. Muhim
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tomonlaridan biri shundaki, (2) kabi model formulalari viruslar va bakteriya kabi mikroparazitlar
tomonidan infeksiyalarni eng aniq aks ettiradi.

Infeksiya makroparazitlar tomonidan chagirilganda mezbon ichida ko paymasa, bu hol
dinamikasi anigroq modellashtiriladi:

dP

E=G—1f(P).

ar_ If(P) — &1 (3)
dt_ef '

bu yerda G,e,§ ba’zi bir manfiy bo’lmagan o'zgarmaslar. G esa,parametr mezbon
parazitarlarining infeksiya bilan kasallanish tezligi.

Mezbon ichidagi dinamika qaysi formuladan foydalanilganiga juda bog’liq, ammo har
ganday holatda ham funksional javob tizim dinamikasi uchun kalit hisoblanadi.

Populyatsiyalarning o’zaro ta’sir qiluvchi uchta modeli

Biz modellashtirmoqchi bo’lgan ekotizm uch turdagi oziq zanjiri bo’lib, unda eng past
darajadagi o’lja x;, ular x, — o’rta darajadagi turlar tomonidan o’lja gilinadi, x, lar esa, 0’z
navbatida yuqori darajadagi yirtgichlar x; lar tomonidan o’lja gilinadi. Bunday uch turdagi
ekotizimlarga quyidagi misollar kiradi.
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Kolmogorov tizimi
Kolmogorov tizimi tomonidan modellashtirilishi mumkin bo’lgan uchta o’zaro ta’sir
qiluvchi populyatsiyani ko’rib chiqgamiz. Quyidagi tenglamalar sistemasi o'rinli bo’ladi.

dx

d_tl = x1f1(x1, X2, X3),

dx

d_tz = x5 f5(x1, X2, x3) 4)
dx

d_t3 = x3f3(x1, X2, X3),

x,(0) = 0,x,(0) = 0,x3(0) =0,

bu yerda f;(xq,x,,x3),i = 1,2,3. Bunday modellar biologiyada, masalan oziq —ovqat
zanjiri modellari sifatida paydo bo’ladi.

Uchta o’zaro ta’sir qiluvchi yirtqich-o’lja populyatsiyalari modellarida qaraiylik.

(4) sistema ham ikki, ham uch tropic darajali sistema sifatida garaladi.

x1(t) tomonidan tasvirlangan populyatsiya har doim o’lja bo’ladi, populyatsiya
raqobatchilar yoki yirtqichlar bo’lmagan taqdirda ko payadi. x5(t) har doim tizim ichida fagat
oziglanuvchi yirtqich bo’ladi.

Ta'rif. p(t) populyatsiya uchun p(0) >0 va liminf p(t) > 0 bo’lsa, populyatsiya

t—oo

davomiy(bardavom) deyiladi. Agar populyatsiyaning har bir komponenti davomiy bo’lsa, tizim
davomiy deyiladi.

Epidemik modellar

S(t) — infektsiyalanushga moyillar soni, I (t) — populyatsiyadagi kasallanganlar soni va
R(t)- populyatsiyadan chigarib tashlanganlar soni (sogayganlar, o'lganlar, shifoxonaga
yotgizilgan yoki infeksiya joyidan olib chigilganlar soni) bo’lIsin.

Agar aholining umumiy soni N bo’lsa,

S(t)+1(t) + R(t) = N = const

SIS modeli: ushbu modellarda yugtirgan odam tuzaladi va bizning modelimiz yI(t)

tezlikda yana sezgir bo’ladi va

ds
=Sy, )
dl = [(SI 1

boladi.
SIR model: bu modellarda, yuqtirilgan odam tuzalib ketadi va yI(t) tezligida yana sezgir
bo'lib goladi, shunda bizning modelimiz quyidagicha bo'ladi.

ds _ o

dt B

dl

E=551—W, (6)
dr _

at 7

Genetik populyatsiya
Biologik populyatsiyani, ya’ni ko’payish bilan bog’liq yopiq organizmlar jamoasini
garaymiz. Ushbu populyatsiyadagi har bir alohida tur (genotip) 1, ..., m turlaridan biriga tegishli
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deb faraz gilamiz. p;; , — i va j turlardagi shaxslarning o"zaro ta’siri natijasida k shaxsning hosil
bo"lish ehtimolligi bo’lsin. Unga nasl qoldirish koeffitsiyenti deyiladi. Bundan tashqari p;;, =
0, barcha i,j,k lar uchun va

m
z pijxk=LiL,k=1,..,m
k=1

Populyatsiya holati vektori (x4, x5, ... x,, )- turlarining ehtimilligi, x;, populyatsiyadagi k
turning ulushi.

Erkin populyatsiya holatida i, ota-onalaridan, x = (xq, X3, ... X, ) x;x; ehtimollik bilan
hosil gilinadi.

Demak, turlarning umumiy ehtimoli I birinchi avlod uchun quyidagicha aniglanadi

m
X' = Z DijkXixp, k=1, ..,m.
ij=1
§™~1 = {xeR™: barcha ilar uchun,x; =0 Y%, x; =1} - (m—1)- 0o’Ichovli
simpleksni garaymiz.
Ta'rif. S™ 1 ning o'zini- 0'ziga akslantiruvchi V akslantirish kvadratik stoxasistik
operator (QSO) deyiladi, agar

m
Vx) = Z Dij i XiX;,
i,j=1

har ganday x eS™~* va barcha k = 1, ..., m uchun o'rinli bo’lsa. Bu yerda

Dijk = Pjik = 0vabarcha i, juchun %% p;jp = 1.

Shu o‘rinda gisqacha genlar hagida ma’lumot berib o‘tamiz. Aksariyat hollarda genlar
ikkitadan ko‘proq allellarga ega bo‘lishini kuzatish mumkin. Bunday holatlar ko‘p allellik
deyiladi. Ko‘p allellikka bundan boshqga misol qilib, masalan qon guruhlari allellarini keltirish
mumkin bo‘ladi. Insondagi 0, A4, B, AB qon guruhini 19, 14,15 allellarni o°zaro ta’siri belgilaydi.
A va BO larga nisbatan dominant hisoblanadi, A bilan B bir-biriga esa ta’sir etmaydi. Shuni
uchun to‘rt xil fenotiplar paydo bo‘ladi: 0 = {I°1°},A = {I414,141°}, B = {IBIB,18]1°} hamda
AB = {I*IP}. Agar ota-onalar O qon guruhiga ega bo‘lishsa, ularni farzandlari ham fagat shu
qon guruhiga ega bo‘ladi. Agar otasi A qon guruhiga ega bo‘lsa, onasi esa qanday qon guruhiga
ega bo‘lishidan qat’iy nazar farzandi O yoki B qon guruhlariga ega bo‘lmaydi. Shularga asosan
yuridik jihatdan otalik huquqini tekshirib ko‘rish mumkin.

Inson qonidagi rezus omil — Rh o‘n birdan ortiq allel genlarini saglovchi autosoma
lokuslarida joylashgan. Shundan 8 tasi fenotipda yaqqol namoyon bo‘ladi. Evropaliklarni sakson
besh foizi (hindu va osiyoliklarni to‘qson sakkiz foizidan ortig‘i) rezusga ega, shuni uchun ular
rezus-musbatdir (Rh*). Rezusi bo‘lmagan qolgan 16% (afrikaliklarni 7%) kishilarni rezus-
manfiy (Rh—) hisoblanadi. Statistik bo‘lgan bu hisoblar shuni ko‘rsatadiki rezus omilining
sakkiz variantidan faqat ikkitasi fenotipda namoyon bo‘layapti, demak bu lokusda yana boshga
genlar ham mavjud. Bitta lokus orgali aniglanadigan belgilarni oddiy bo‘lgan belgilar, bir nechta
lokus orgali aniglanadigan genlar murakkab bo‘lgan belgilar deyiladi.

Genlarni statistik ta’sirlarini organizmni umumiy jamoasida ko‘rish (bir Xxil turga
kiruvchi) mumkin. Bunday jamoalarni populyasiya deb ataladi. Biologiyada fanga kiritilganligini
bo‘yicha ochig va yopiq populyasiyalar farglanadi. Ochiq populyasiyada migratsiya gilish
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imkoni mavjud, ya’ni bu populyasiyaga boshqa populyasiya vakningillari (shu tur populyasiyasi)
kirishi yoki chigishi g‘am mumkin. Yopiq populyasiyada migratsiya bo‘lishi mumkin emas, bu
erda yangi organizm faqat mutatsiya asosida paydo bo‘lishi mumkin.

Ayni davrda bizga migratsiya qilish yoki qilolmaslik muhim bo‘lmaydi, balki
migrantning kirish yoki chigish balansi, ya’ni ochiq populyasiyada yopiqlik effekti muhimdir.
Effektli yopiq populyasiyani o‘rganaylik. Populyasiya yashab turgan joy areal, yashash muhitlari
esa (ozuga, areal, ob-havo xarakteristikalari va hokazo) esa ekologik nisha deyiladi.

Populyasiyalarni fagatgina makon emas, balki vaqgtni ham chegaralaydi. Demak, har bir
populyasiya ma’lum bir muddatlarda mavjud bo‘ladi. Bularga sabab juftlashish orqali
kechadigan reproduksiyadir. Juftlashish erkin yoki ma’lum chegaralar asoslarida Kkiradi.
Masalan, odamlar orasida ota-onalar va farzandlar o‘rtasida yoki tug‘ishgan opa- ukalar
orasidagi nikoh mumkin emas.

XULOSA

Yugorida hamda [1-23] maqolalarda keltirilgan modellardan differentsal tenglamalar va
kvadratik stoxactik operatorlar nazariyasidan o"giladigan ma‘ruzalarda, ularning tadbiglari
sifatida ham foydalanish mumkin. Bu esa, o'tilgan nazariy materialni chuqurrog tushunush
imkonini beradi. [24-46] ilmiy izlanishlarda ham biologik jarayonlarning, xususan populyasiya
masalalarini matematik modellari garalgan. Modellarning analitik va sonli echimlari topilgan va
tahlil gilingan.
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