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Annotasiya. Maqolada yuqori va ikkinchi tartibli matematik fizika tenglamalarining 

tasnifi to‘liq bayon qilingan. Xususiy hosilali giperbolik tipdagi tenglamalar uchun qo‘yiladigan 

boshlang‘ich va chegaraviy masalalar tahlil qilingan. Giperbolik tipdagi tenglamalar uchun 

Koshi, Darbu va Gursa masalalari tizimli tartibda berilgan. Bir nechta tipik ko‘rinishdagi 

masalalar yechib ko‘rsatilgan. 

Kalit so‘zlar: matematik modellar, tenglama, giperbolik tip, elliptic tip, parabolic tip, 

aralash tip, chegaraviy masala, singulyar integral tenglama, integrallar nazariyasi, Trikomi 

masalasi, matematik biologiya, affin almashtirishlar, vektor, xarakteristik determinant, kompleks 

o‘zgaruvchili funksiya. 

О НАЧАЛЬНЫХ И КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ С ЧАСТНЫМИ 

ПРОИЗВОДНЫМИ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА 

Аннотация. В статье подробно описана классификация уравнений 

математической физики высшего и второго порядка. Анализируются начальные и 

краевые задачи для уравнений с частными производными гиперболического типа. 

Системно изложена задачи Коши, Дарбу и Гурсы для уравнений гиперболического типа. 

Указаны решения несколько типичных задач. 

Ключевые слова: математические модели, уравнение, гиперболический тип, 

эллиптический тип, параболический тип, смешанный тип, краевая задача, сингулярное 
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аффинные замены, вектор, характеристический определитель, функция комплексной 

переменной. 

ON THE INITIAL AND BOUNDARY BORDER PROBLEMS FOR EQUATIONS  

OF THE HYPERBOLIC TYPE WITH PARTICULAR DERIVATIVES 

Abstract. The classification of higher and second-order mathematical physics equations 

is fully described in the article. The initial and boundary problems for hyperbolic type equations 

with specific derivatives are analyzed. Cauchy, Darbou, and Gursa problems for hyperbolic type 

equations are given systematically. Several typical-looking problems are solved. 

Keywords: mathematical models, equation, hyperbolic type, elliptic type, parabolic type, 

mixed type, boundary value problem, singular integral equation, theory of integrals, Tricomi 

problem, mathematical biology, affine substitutions, vector, characteristic determinant, complex 

variable function. 

 

KIRISH 

Ma’lumki, bir qator fizik, mexanik, biologik va kimyoviy jarayonlarning matematik 

modellari matematik fizikaning tenglamalari orqali ifodalanadi. O‘z navbatida matematik fizika 

tenglamalarini echish turli tipdagi integral tenglamalarga olib kelinadi. Jarayonlarni matematik 

modelini tuzish, ya’ni matematik fizikaning tenglamalar nazariyasini ishlab chiqishning birinchi 

bosqichida ularning umumiy yechimini topishdan ko‘ra ko’p kuch sarflanadi. Dalamber J. (1747 

yil) to'lqin tenglamasining umumiy yechimini topgan. Eyler L. (1770 yil) qo‘llagan 
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almashtirishlarga asoslanib, Laplas P. (1773 yil) «Kaskad usuli» ni taklif qilgan. Boshqa ba’zi 

bir chiziqli bir xil ikkinchi tartibli giperbolik tenglamalarning ikkitasi bilan umumiy yechimini 

beradi.      

Biroq, bunday umumiy yechim juda kam hollarda topilgan: oddiy differensial 

tenglamalardan farqli o'laroq, xususiy hosilali differentsial tenglamalar uchun umumiy yechimni 

juda oddiy formula shaklida olish mumkin bo'lgan birorta ham muhim tenglamalar sinfi 

ajratilmagan. Fizik jarayonlarni tahlil qilishda matematik fizika tenglamalari odatda qo'shimcha 

shartlar bilan o‘rganiladi. Ularning xususiyati yechimni oʻrganish yoʻnalishiga tubdan taʼsir 

qiladi.     

Masalani algebraik (odatda chiziqli) tenglamalar sistemasini yechishga keltiriladigan 

chegaraviy masalalarni taxminiy yechish usullari keng tarqalgan. Shu bilan birga, tizimdagi 

noma'lumlar sonini ko'paytirish orqali har qanday darajadagi yaqinlashish aniqligiga erishish 

mumkin. Shu bilan bir qatorda buzilish chizig‘iga ega giperbolik va aralash tipdagi tenglamalar 

uchun chegaraviy masalalar nazariyasi hozirgi vaqtda xususiy hosilali differensial tenglamalar 

nazariyasining muhim tarmoqlaridan biri hisoblanadi. Aralash tipdagi tenglamalar bilan 

singulyar integral tenglamalar (aralash tipdagi tinglamalarni echish singulyar integral 

tenglamalarga olib kelinadi. Singulyar integral tenglamalar esa Karleman-Vekua usuli 

yordamida Fredgol’m integral tenglamalari yoki sistemalariga keltirilib, echimning mavjudligi 

isbotlanadi) nazariyasidagi masalalar, integral o'zgarishlar nazariyasi va maxsus funksiyalar 

o'rtasidagi to'g'ridan-to'g'ri bog'lanishlar, shuningdek, mexanika va matematik fizikaning bunday 

tenglamalarga keltiruvchi amaliy muammolari bilan bog'liq (Мусхелишвили Н.И. 

Сингулярные интегралные уравнения. Москва, «Наука», 1968 г., 513 с.). Bu nazariyaning 

asoslari Trikomi F. va Gellershtedt S. asarlarida yoritilgan (Трикоми Ф. О линейных 

уравнениях смешанного типа. – М. –Л.: Гостехиздат, 1947. – 192 с., Gellerstedt S. Quelques 

problems mixtes pour i’equation 

ymZxx + Zyy = 0  // Arkiv f. Math. Astr.OchFysik, 1938.-26 A., №.3.).  

Tekislikda siqilgan muhitning transonik (tovush tezligidan yuqori tezlikda) oqimi 

muammolari, qobiqlarning momentsiz nazariyasi aralash tipdagi tenglamalar bilan tavsiflanadi. 

Ular uchun Trikomi masalasi ham, uning matematik umumlashmalarining amaliy tadbiqlari 

mavjud. So'nggi yillarda buzilish chizig‘iga ega giperbolik va aralash turdagi tenglamalar uchun 

siljish bilan bog'liq muammolarni o'rganish ayniqsa jadal olib borilmoqda. Ushbu 

tadqiqotlarning dolzarbligi matematik fizika tenglamalari uchun klassik muammolarni nazariy 

umumlashtirishning ichki ehtiyojlari bilan ham, qo'llaniladigan qiymat bilan ham aytish mumkin. 

Chunki ular gaz dinamikasi, issiqlik o'tkazuvchanligi nazariyasi, elastiklik nazariyasi, qobiqlar 

nazariyasi, plazma nazariyasi, matematik biologiya va mexanikaning boshqa ko'plab masalalari 

bilan bog'liq. Lokal boʻlmagan muammolar neft qatlamlarini matematik modellashtirishda, yer 

osti suvlarini filtrlashda, murakkab tuzilishga ega boʻlgan obʼyektda issiqlik va massa 

almashinuvida, simlardagi elektr tebranishlarida, gʻovak muhit bilan oʻralgan kanalda suyuqlik 

harakatida va boshqa hodisalarda uchraydi. Aralash tipdagi tenglamalar uchun nolokal masalalar 

etarlicha chuqur oʻrganilgan.  

TADQIQOT MATERIALLARI VA METODOLOGIYASI 

Endi umumiy holda berilgan yuqori tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarning 

tasniflarini keltiramiz. Xususiy hosilali m-tartibli kvachiziqli tenglama 
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∑ 𝑎𝛼(𝑥)𝐷𝛼𝑢 + 𝐹(𝑥, 𝑢, … 𝐷𝛽𝑢, … ) = 0

|𝛼|=𝑚

                                                              (1) 

ko‘rinishida yoziladi, bu yerda 𝐹 ifoda noma’lum 𝑢 = 𝑢(𝑥) funksiyaning 𝑚 − 1 dan yuqori 

bo‘lgan hosilalarini o‘z ichiga olmaydi. (1) tenglamaga mos bo‘lgan xarakteristik shakl  

𝐾(𝜆1, … , 𝜆𝑛) = ∑ 𝑎𝛼𝜆𝛼

|𝛼|=𝑚

                                                                                       (2) 

ko‘rinishida yoziladi. 

Agar tenglama qaralayotgan 𝐷 sohaning tayin 𝑥 nuqtasida 𝜆1, … , 𝜆𝑛 o‘zgaruvchilarning 

shunday 𝜆1 = 𝜆1 (µ1, … , µ𝑛), 𝑖 = 1, … , 𝑛 affin almashtirilishini (affin almashtirish maxsus 

bo‘lmagan 𝜆 = 𝐴µ + 𝐵 (detA ≠ 0, B ⋲ 𝐸𝑛) almashtirishdan iboratdir) topish mumkin bo‘lsaki, 

natijada (2) shakldan hosil bo‘lgan shakl µ1 o‘zgaruvchilarning farqi 𝑙 tasini (0 < 𝑙 < 𝑛) o‘z 

ichiga olsa, (1) tenglama 𝑥 nuqtada parabolik yoki parabolik buziladi deb aytiladi.  

Parabolik buzilishi bo‘lmaganda, faqatgina 𝜆1 = 0,…, 𝜆𝑛 = 0 bo‘lgandagina 

𝐾(𝜆1, … , 𝜆𝑛) = 0 bo‘lsa, (1) tenglama 𝑥 ∈  𝐷 nuqtada elliptik tip deyiladi. 

Agarda 𝜆1, … , 𝜆𝑛 o‘zgaruvchilar orasidan bittasini, masalan 𝜆𝑛 = 𝜆 ni ajratib olish 

mumkin bo‘lsaki (zarur bo‘lgan holda bu o‘zgaruvchilarni affin almashtirishdan so‘ng), barcha 

𝜆′ = (𝜆1, … , 𝜆𝑛−1) ∈  𝐸𝑛−1 nuqtalar uchun λ ga nisbatan xarakteristik  

𝐾(𝜆1, … , 𝜆𝑛−1, 𝜆) = 0 

tenglamaning barcha ildizlari haqiqiy bo‘lsa, (1) tenglama 𝑥 ∈ D nuqtada giperbolik 

deyiladi. 

Agarda 𝜆 ildizlarning bir qismi haqiqiy, qolganlari kompleks bo‘lsa, (1) tenglama 𝑥 ∈  𝐷 

nuqtada qo‘shma tipdagi tenglama deyiladi. 

Bu ta’rifga asosan 𝛼 ≥ 3 bo‘lganda (1) tenglama qo‘shma tip bo‘lishi mumkin. 

Qo‘shma turdagi tenglamaga 
𝜕

𝜕𝑥1
 (𝑢𝑥1𝑥1

+ 𝑢𝑥2𝑥2
) = 0 tenglama misol bo‘ladi. 

Xuddi shunga o‘xshash, chiziqli bo‘lmagan 𝐹 = 𝐹(𝑥, … , 𝐷𝑎, … ) = 0  tenglama  

𝐾(𝜆1, … , 𝜆𝑛) = ∑
𝜕𝐹

𝜕𝑝𝛼
𝜆𝛼 , 𝜆𝛼 = 𝜆1

𝛼1  𝜆2
𝛼2 … 𝜆𝑛

𝛼𝑛 ,

𝛼=𝑚

 

shakl xususisiyatiga asosan tiplarga ajratiladi. Bu shakl koeffisientlari x nuqta bilan birga 

izlanayotgan 𝑢(𝑥) yechim va uning hosilalariga bog‘liq bo‘lgani sababli, tiplarga ajratish 

tekshirilayotgan holda faqat shu yechim uchungina ma’noga ega bo‘ladi. 

Masalan,  

𝑢(𝑥)𝑢𝑥1𝑥1
+ ∑ 𝑢𝑥𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=2

= 0 

tenglama 𝑢(𝑥) > 0 bo‘lgan 𝑥 ∈ 𝐷 nuqtalarda elliptik, 𝑢(𝑥) < 0 bo‘lganda gipperbolik va 

𝑢(𝑥) = 0 bo‘lgan 𝑥 ∈ 𝐷 nuqtalarda parabolik buziladi. Endi xususiy hosilali differensial 

tenglamalar sistemasining klassifikatsiyasiga qisqacha to‘xtalib o‘tamiz.  

𝐹 − funksiya 𝑁 o‘lchovli 𝐹 = (𝐹1, … 𝐹𝑁) vektordan iborat. Bu vektorning 𝐹1, … , 𝐹𝑁 

komponentlari 𝐷 soha 𝑥 nuqtalarning hamda 𝑝0
𝑗

= 𝑢𝑗, 𝑝𝛼
𝑗

= 𝐷𝛼𝑢𝑗, j=1,…, 𝑀 haqiqiy 

o‘zgaruvchilarning berilgan haqiqiy funksiyalari bo‘lsin. 

𝐹𝑖(𝑥, … , 𝐷𝛼𝑢𝑗 , … ) = 0, 𝑖 = 1, …   𝑁, 𝑗 = 1, … 𝑀                                           (3) 
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ko‘rinishdagi tenglik, noma’lum 𝑢1, … , 𝑢𝑀  funksiyalarga nisbatan xususiy hosilali 

differensial tenglamalar sistemasi deyiladi.  

(3) tenglamalar sistemasiga kirgan noma’lum funksiyalar hosilalarining eng yuqori tartibi 

shu sistemaning tartibi deyiladi.  

(3) sistemaning tartibi 𝑚 ga teng bo‘lsin. Agar hamma 𝐹𝑖 − funksiyalar barcha 𝑝𝛼
𝑗
 

o‘zgaruvchilarga nisbatan chiziqli bo‘lsa, (3) sistema chiziqli, agarda 𝐹𝑖 − lar, 𝑖 = 1, … , 𝑁, 

barcha 𝑝𝛼
𝑗
, |𝛼|=m, larga nisbatan chiziqli bo‘lsa, (3) sistema kvachiziqli deyiladi.  

Agar 𝑁 = 𝑀, 𝑁 > 𝑀, 𝑁 < 𝑀 bo‘lsa, u holda (3) sistema mos ravishda aniq, ortig‘i bilan 

aniqlangan, yetarlicha aniqlanmagan deyiladi. (3) sistema aniq bo‘lib, uning har bir 

tenglamasining tartibi 𝑚 ga teng bo‘lsin. 

Ushbu  

𝑎𝛼 = ‖
𝜕𝐹𝑖

𝜕𝜌𝛼
𝑗 ‖ , 𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑁, ∑ 𝛼𝑘 = 𝑚

𝑛

𝑘=1

 

kvadratik matritsani tuzamiz. 

𝐾(𝜆1, … , 𝜆𝑛) = 𝑑𝑒𝑡 ∑  𝑎𝜆𝛼 = det
|𝛼|=𝑚

∑ 𝑎𝛼1,…,𝛼𝑛 𝜆1
𝛼1 , … ,

|𝛼|=𝑚

𝜆𝑛
𝛼𝑛                        (4) 

ifoda haqiqiy skalyar 𝜆1, … , 𝜆𝑛 parametrlarga nisbatan 𝑁𝑚 tartibli shakldan iboratdir. Bu shakl 

(3) sistemaning xarakteristik determinanti deyiladi. 

(4) shaklning xarakteriga qarab, xuddi (1) tenglamaga o‘xshash, (3) sistema ham tiplarga 

ajratiladi. Juda ko‘p hollarda amalyotda uchraydigan tenglamalar sistemasini bitta  

∑ 𝑎𝛼𝐷𝛼𝑢 = 𝑓                                                                                                          (5)
|𝛼|≤𝑚

 

matritsa tenglama ko‘rinishida yozish mumkin.  

Bu yerda 𝐷𝛼 differensial operator, 𝑢 = (𝑢1(𝑥), … , 𝑢𝑁(𝑥)) vektor funksiya yoki 

u=‖𝑢𝑗‖ 𝑗 = 1, … , 𝑁 matritsa-ustunning har bir komponentiga ta’sir qiladi, 𝛼𝛼- koeffisientlar 

𝑁 − tartibli matritsadan iborat bo‘lib, bular hamda (5) sistemaning o‘ng tomoni 𝑓 = (𝑓1, … 𝑓𝑁) 

yoki 𝑓 = ‖𝑓𝑗‖, nomalum 𝑢𝑗(𝑥) funksiyalarga va ularning tartibi 𝑚 − 1 dan katta bo‘lmagan 

hosilalariga bog’liq bo’lishi mumkin, 𝑚 = 1 bo’lganda (5) sistemadan birinchi tartibli xususiy 

hosilali differensial tenglamalar sistemasi  

∑ 𝑎𝑗𝐷𝑗𝑢 + 𝑏𝑢 = 𝑓

𝑛

𝑗=1

                                                                                                    (6) 

kelib chiqadi, bu yerda 𝑏 − 𝑁 − tartibli kvadratik matritsa. (6) tenglamalar sistemasiga mos 

bo‘lgan 𝑁 − tartibli xarakteristik shakl ushbu  

𝐾(𝜆1, … , 𝜆𝑛) = 𝑑𝑒𝑡 ∑ 𝑎𝑗𝜆𝑗

𝑛

𝑗=1

 

formula bilan beriladi. 

Misol uchun (6) da 𝑛 = 𝑁 = 2, 𝑏 = 0, 𝑓 = 0, 

𝛼1 = ‖
1 0
0 1

‖,   𝛼2 = ‖
0 −1
1   0

‖ 

bo‘lsin. Bu holda ushbu sistemaga ega bo‘lamiz: 
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‖
1 0
0 1

‖
𝜕

𝜕𝑥1
 ‖

𝑢1

𝑢2
‖ + ‖

0 −1
1   0

‖
𝜕

𝜕𝑥2
‖

𝑢1

𝑢2
‖ = 

= ‖
𝐷1𝑢1 + 0
0 + 𝐷1𝑢2

‖ + ‖
0 − 𝐷2𝑢2

𝐷2𝑢1 + 0
‖ = ‖

𝐷1𝑢1 − 𝐷2𝑢2

𝐷2𝑢1 + 𝐷1𝑢2
‖ = ‖

0
0

‖ 

yoki 

𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
=

𝜕𝑢2

𝜕𝑥2
,

𝜕𝑢1

𝜕𝑥2
= −

𝜕𝑢2

𝜕𝑥1
.                                                                              (7)  

Shunday qilib, kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar nazaryasidan ma’lum bo‘lgan Koshi-

Riman sistemasi hosil bo‘ldi. (7) sistemaga mos bo‘lgan xarakteristik shakl  

𝐾 = 𝑑𝑒𝑡(𝛼1𝜆1 + 𝛼2𝜆2) = 𝑑𝑒𝑡 ‖
𝜆1 −𝜆2

𝜆2  𝜆1
‖ = 𝜆1

2 + 𝜆2
2 

ko‘rinishga ega bo‘ladi.  

Demak, Koshi-Riman sistemasi elliptik tipdagi sistema ekan.  

 Endi bevosita ikkinchi tartibli ikki o‘zgaruvchili differensial tenglamalarni 

kanonik ko‘rinishga keltirish yo‘llarini bayon qilamiz.  

Ikkita 𝑥 va 𝑦 haqiqiy o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli kvazichiziqli tenglama ushbu  

𝐴(𝑥, 𝑦)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 2𝐵(𝑥, 𝑦)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝐶(𝑥, 𝑦)

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ Φ (𝑥, 𝑦, 𝑢,

𝜕𝑢

𝜕𝑥
,
𝜕𝑢

𝜕𝑦
) = 0      (8) 

ko‘rinishda yoziladi. 

(8) tenglama xarakteristiklarining tenglamasi chiziqli bo‘lmagan 

𝐴 (
𝜕𝜔

𝜕𝑥
)

2

+ 2𝐵
𝜕𝜔

𝜕𝑥

𝜕𝜔

𝜕𝑦
+ 𝐶 (

𝜕𝜔

𝜕𝑥
)

2

= 0                                                                (9) 

tenglamadan iborat. 

Bu tenglamani soddagina usul bilan oddiy differensial tenglamaga keltirish mumkin. 

Haqiqatan ham, 𝜔(𝑥, 𝑦) funksiya (9) tenglamaning yechimi bo‘lsa, 𝜔(𝑥, 𝑦) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 egri chiziq 

(8) tenglamaning xarakteristikasidir. Bu xarakteristika atrofida  
𝜕𝜔

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝜔

𝜕𝑦
𝑑𝑦 = 0   yoki    

𝜕𝜔

𝜕𝑥
:

𝜕𝜔

𝜕𝑦
= 𝑑𝑦: (−𝑑𝑥) 

munosabat bajariladi. 

(9) tenglamada 
𝜕𝜔

𝜕𝑥
:

𝜕𝜔

𝜕𝑦
 nisbatni 𝑑𝑦: (−𝑑𝑥) ga almashtirilib,  

Ad𝑦2 − 2 𝐵 𝑑𝑦𝑑𝑥 + 𝐶 𝑑𝑥2 = 0                                                                                (10) 

oddiy differensial tenglamaga ega bo‘lamiz. 

Aksincha, agar 𝜔 = const (10) tenglamani integrali bo‘lsa, 𝜔(𝑥, 𝑦) funksiya (9) 

xarakteristikalar tenglamasini qanoatlantirishi ko‘rinadi. (10) tenglik esa xaraktestik egri 

chiziqlarning oddiy differensial tenglamasidan iborat bo‘ladi. 

(10) tenglik bilan aniqlangan (𝑑𝑥, 𝑑𝑦) yo‘nalish odatda xaraktestik yo‘nalish deyiladi. 

𝐴𝑑𝑦2 + 2𝐵𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝐶𝑑𝑥2 kvadratik bo‘lgan shaklning aniqlangan (musbatligi yoki manfiyligi), 

ishorasi o‘zgaruvhan yoki yarim aniqlangan (buzilgan) bo‘lganiga qarab, (8) tenglama elliptik, 

giperbolik yoki parabolik tipga tegishli bo‘ladi. Shunga asosan 𝐴𝑑𝑦2 + 2𝐵𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝐶𝑑𝑥2 

kvadratik shaklni diskriminanti 𝐵2 − 𝐴𝐶 noldan kichik bo‘lishi, katta yoki nolga teng bo‘lishiga 

qarab, mos ravishda (8) tenglamaning tipi elliptik, giperbolik yoki parabolik bo‘ladi.  

(8) tenglama elliptiklik sohasida haqiqiy xarakteristik yo‘nalishlarga ega bo‘lmaydi, har 

bir giperboliklik nuqtasida 2 ta turli haqiqiy xarakteristik yo‘nalish, har bir paraboliklik nuqtada 
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bitta haqiqiy xarakteristik yo‘nalishlar mavjud. Demak, 𝐴, 𝐵 va 𝐶 koeffitsientlar yetarli silliq 

funksiyalar bo‘lganda, (8) tenlamaning giperboliklik sohasi xarakteristik egri chiziqlarning ikkita 

oilasi turi bilan, paraboliklik sohasi esa xarakteristik egri chiziqlarning bitta oilasi turi bilan 

qoplanadi. Endi bir amaliy masalani giperbolik tipga tegishli bo‘lgan tenglamaga kelishini 

isbotlab ko‘rsatmaiz. 

Tor deganda erkin egiladigan ingichka ip tushuniladi, boshqacha aytganda, tor shunday 

qattiq jismki, uning uzunligi boshqa o‘lchovlaridan ancha ortiq bo‘ladi. Torga ta’sir qilib turgan 

taranglik kuchi yetarli darajada katta deb tasavvur qilamiz. Shu sababli torning egilganligi 

qarshiligini tarangligiga nisbatan hisobga olmasa ham bo‘ladi. Ikki nuqta orasida tarang qilib 

tortilgan torni tekshiramiz. Aniqlik uchun bu 𝑂𝑥 o‘qida joylashgan bo‘lsin. Biz torning tekis 

ko‘ndalang tebranishini tekshiramiz, ya’ni bu shunday tebranishki, tor hamma vaqt bir tekislikda 

yotadi va torning har bir nuqtasi 𝑂𝑥 o‘qqa perpendikulyar bo‘lib siljiydi. Bu degan so‘z, 

muvozanat paytida 𝑥 absissaga ega bo‘lgan torning nuqtasi tebranish jarayonida ham shu 

absissaga ega bo‘ladi. 

Bu nuqtaning ordinatasi 𝑢 vaqt o‘tishi bilan o‘zgaradi, ya’ni u torning muvozanat 

holatidan siljishidan iborat. Tor tebranishining matematik qonunini topish uchun 𝑢 ning 𝑡 vaqtga 

va 𝑥 ga qanday bog‘liqligini, ya’ni 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) funksiyani topish kerak. Biz torning faqat kichik 

tebranishlarini tekshiramiz, ya’ni 𝑢(𝑥, 𝑡) va 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
 ga nisbatan yuqori tartibli kichiklikdagi 

(𝑢2 (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
)

2
, … ) miqdorlarni hisobga olmaymiz.  

Tor egilishga qarshilik ko‘rsatmaganligi tufayli, uning 𝑡 vaqtda 𝑥 nuqtadagi tarangligi 

𝑇(𝑥, 𝑦) 𝑥 nuqtada torga o‘tkazilgan urinma bo‘yicha yo‘nalgan bo‘ladi. Torning ixtiyoriy 

(𝑥1, 𝑥2) qismini olamiz. Bu qism tebranish davrida (𝑀1, 𝑀2) shaklga keladi. Buning 𝑡 vaqtdagi 

yoy uzunligi 

∫ √1 + (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
)

2

𝑑𝑥 ≈ 𝑥2 − 𝑥1

𝑥2

𝑥1

, 

ya’ni, kichik tebranishlarda tor qismlarining uzunligi cho‘zilmaydi va qisqarmaydi. 

Demak, Guk qonuniga asosan taranglik miqdori |𝑇(𝑥, 𝑡)| = 𝑇0. 

Tor tebranishining tenglamasini chiqarish uchun Dalamber prinsipidan foydalanamiz.  

Bunga asosan, torning ajratilgan qismiga ta’sir qiluvchi barcha kuchlarning yig‘indisi 

nolga teng bo‘lishi kerak. Birlik uzunlikda hisoblangan va torga 𝑂𝑢 o‘qqa parallel ta’sir 

qiladigan tashqi kuch 𝑝(𝑥, 𝑡) bo‘lsin. 𝑀1, 𝑀2 qismga ta’sir qiladigan kuch ∫ 𝑝(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1
 ga teng 

bo‘ladi. 

𝑥2 nuqtadagi taranglikning 𝑂𝑢 dagi proeksiyasi 𝑇0sin𝛼(𝑥2) ga, 𝑥1 nuqtadagi esa - 

𝑇0sin𝛼(𝑥1) ga teng bo‘ladi. Ushbu  

𝑠𝑖𝑛𝛼(𝑥) =
𝑡𝑔𝛼(𝑥)

√1 + 𝑡𝑔2𝛼(𝑥)
=

𝑢𝑥

√1 + 𝑢𝑥
2

≈ 𝑢𝑥 

formulaga asosan  

𝑇0sin𝛼(𝑥2) − 𝑇0sin𝛼(𝑥1) = 𝑇0 [(
𝜕𝑢

𝜕𝑥
)

𝑥=𝑥2

− (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
)

𝑥=𝑥1

] = 𝑇0 ∫
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1
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tenglikka ega bo‘lamiz. Torning chiziqli zichligi, ya’ni tor kichkina bo‘lagi massasining 

uning uzunligiga bo‘lgan nisbatining limiti 𝜌(𝑥) bo‘lsin. 

𝑀 nuqta tezligi 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
, tezlanishi 

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2  bo‘lgani uchun 𝑀1, 𝑀2 bo‘lakning inersiya kuchi 

− ∫ 𝜌(𝑥)
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2 𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1
 ga teng bo‘ladi. Dalamber prinsipiga asosan  

∫ [𝑇0

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑝(𝑥, 𝑡) − 𝜌(𝑥)

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
] 𝑑𝑥 = 0

𝑥2

𝑥1

 

tenglikka ega bo‘lamiz. 𝑥1va 𝑥2 lar ixtiyoriy bo‘lgani uchun  

 𝑇0

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑝(𝑥, 𝑡) − 𝜌(𝑥)

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 0 

bo‘ladi. Bu esa tor kichik ko‘ndalang tebranishlarning tenglamasidir.  

Agar zichlik 𝜌(𝑥) o‘zgarmas bo‘lsa, 𝜌(𝑥) = 𝜌 torning tebranish tenglamasi  

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑎2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑓(𝑥, 𝑡) 

ko‘rinishda yoziladi, bunda  𝑎2 =
𝑇0

𝜌
. Bu tenglama odatda bir o‘lchovli to‘lqin tenglamasi 

ham deyiladi. Torga ta’sir qilayotgan tashqi kuch 𝜌(𝑥, 𝑡) = 0 bo‘lsa, torning erkin tebranish 

tenglamasi 

∂2u

∂𝑡2
= 𝑎2

∂2u

∂𝑥2
.                                                                                                                (11) 

Tor yoki sterjen tebranish jarayonining fizik ma’nosidan shu narsa kelib chiqadiki, bu 

jarayonni bir qiymatli ifodalash uchun qo‘shimcha 𝑢 siljish va 𝑢1 tezlikning boshlang‘ich 

vaqtdagi qiymatlarini (boshlang‘ich shartlar) berish zarur: 

𝑢|𝑡=𝑡0
= 𝜑(𝑥),

𝜕𝑢

𝜕𝑡
|

𝑡=𝑡0

= 𝜑1(𝑥). 

Bundan tashqari, torning chetki nuqtalaridagi holatini ham ko‘rsatish kerak. Torning 

tekshirilayotgan 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 qismining ikki chekkasi mustahkamlangan bo‘lsa, izlanayotgan 

yechim  

𝑢|𝑥=0 = 0,                   𝑢|𝑥=𝑙 = 0 

shartlarni qanoatlantirishi zarur. Agar torning yoki sterjenning chetlari 

mustahkamlanmay, biror qonun bo‘yicha harakatlanayotgan bo‘lsa 

𝑢|𝑥=0 = 𝑓1(𝑡),      𝑢|𝑥=𝑙 = 𝑓2(𝑡) 

shartlarni berish kerak. 

Agar torning 𝑙 chetiga berilgan ѱ(𝑡) kuch ta’sir qilayotgan bo‘lsa,  

𝜕𝑢

𝜕𝑥
|

𝑥=𝑙
=

ѱ(𝑡)

𝑇0
   

bo’ladi. Haqiqatan ham, bu holda 

𝑇0

𝜕𝑢

𝜕𝑥
|

𝑥=𝑙
≈ 𝑇0𝑠𝑖𝑛𝛼|𝑥=𝑙 = ѱ(𝑡). 

Agar sterjenning ikki yoki bir cheti, masalan 𝑥 = 𝑙 elastik mustahkamlangan bo‘lib, 𝛼 − 

mustahkamlanganlik qattiqligi koiffisienti bo‘lsa, Guk qonuniga asosan 

(𝐸
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝛼𝑢)|

𝑥=𝑙
= 0 
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bo‘ladi, ya’ni 𝑥 = 𝑙 chet siljishi mumkin, ammo mustahkamlanganlikning elastik kuchlari 

bu chetda taranglik paydo bo‘lishga sabab bo‘ladi, bu esa siljigan chetni oldingi holatiga 

keltirishga intiladi. 

Yuqorida keltirib chiqarilgan to‘lqin tebranish tenglamalari ravshanki, giperbolik tipga 

tegishlidir. Giperbolik tipga tegishli tenglamalar uchun quyidagi aralash masalalarni qo‘yish 

mumkin.  

Tebranishlar tenglamasi (giperbolik tip), ya’ni (23) tenglama uchun aralash masala 

bunday qo‘yiladi: 𝐶2(𝑆𝑇) ∩ 𝐶1̅̅ ̅(𝑆𝑇) sinfga tegishli, 𝑆𝑇 silindrda (11) tenglamani, 𝑡 = 0, 𝑥 ∈

𝐺̅(𝑆𝑇) silindrning quyi asosida 

𝑢|𝑡=+0 = 𝑢0(𝑥),
𝜕𝑢

𝜕𝑡
|

𝑡=+0
= 𝑢1(𝑥) 

boshlang’ich shartlarni va 𝑥 ∈ 𝑆, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 (𝑆𝑇 ning yon sirti) da I, II yoki III 

chegaraviy shartlardan bittasini qanoatlantiruvchi 𝑢(𝑥, 𝑡) funksiya topilsin. 

TADQIQOT NATIJALARI 

Boshqa masalalar. Ikkinchi tartibli ikki o‘zgaruvchili kanonik ko‘rinishga keltirilgan 

ushbu 

∂2u

∂𝑥2
−

∂2u

∂𝑦2
+ 𝑎(𝑥, 𝑦)

∂u

∂x
+ 𝑏(𝑥, 𝑦)

∂u

∂y
+ 𝑐(𝑥, 𝑦)𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦)                             (12) 

umumiy chiziqli tenglama berilgan bo‘lsin. Bu tenglamaning xarakteristikalari tenglamasi 

𝑑𝑦2 − 𝑑𝑥2 = 0 dan iborat.  

Bundan 𝑥 − 𝑦 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑥 + 𝑦 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 to‘g‘ri chiziqlar oilasi (12) tenglamaning 

xarakteristikalari ekanligi kelib chiqadi. 

Uchlari 𝐴, 𝐵, 𝐶 va 𝐷 nuqtalarda tomonlari (12) tenglamaning xaraktristikalaridan iborat 

bo‘lgan to‘rtburchakni 𝐺 orqali belgilab olamiz. Odatda bu to‘rtburchak xarakteristik 

to‘rtburchak deyiladi.  

Gursa masalasi. 𝐺 to‘rtburchakda regular, Ḡ da uzluksiz va  

𝑢|𝐴𝐵 = 𝜑, 𝑢|𝐴𝐵 = ѱ 

shartlarni qanoatlantiruvchi (12) tenglamaning 𝑢(𝑥, 𝑦) yechimi topilsin. 

Masalaning qo‘yilishiga asosan, 𝜑 va ѱ funksiyalar berilgan sohasida uzluksiz va 

𝜑(𝐴) = ѱ(𝐴) shart bajarilishi zarur. Demak, Gursa masalasida (12) tenglamaning ikkita 

kesishadigan xarakteristikalarida bitta chegaraviy shart beriladi. 

Gursa masalasida shartlar xarakteristikalarda berilgani uchun bu masala xarakteristik 

masala deb ham ataladi. Endi 𝐺 orqali 𝑦 = 0 o‘qning ixtiyoriy 𝐴(𝑥1, 0), 𝐵(𝑥2, 0) kesmasi va 

(12) tenglamaning 𝐴𝐶: 𝑥 + 𝑦 = 𝑥1, 𝐵𝐶: 𝑥 − 𝑦 = 𝑥2 xarakteristikalari bilan chegaralangan 

uchburchakni belgilaymiz. Bu uchburchak xarakteristik uchburchak deyiladi. 

Darbu (Koshi-Gursa) ning birinchi masalasi 

𝐺 da regulyar, Ḡ da uzluksiz va  

𝑢(𝑥, 0) = 𝜏(𝑥),   𝑥1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥2, 𝑢|𝐴𝐶 = ѱ(𝑥), 𝑥2 ≤ 𝑥 ≤
𝑥1+𝑥2

2
 

shartlarni qanoatlantiruvchi (12) tenglamaning yechimi topilsin, bunda 𝜏(𝑥1) va ѱ(𝑥1) − 

berilgan funsiyalar. 

Darbu (Koshi-Gursa) ning ikkinchi masalasi 

𝐺 da regulyar, 𝐺̅ da uzluksiz, 𝐴𝐵 kesmagacha birinchi tartibli hosilaga ega bo‘lgan va  
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lim
𝑦→0

𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝑣(𝑥),       𝑥1 < 𝑥 < 𝑥2, 𝑢|𝐴𝐶 = ѱ(𝑥), 𝑥1 ≤ 𝑥 ≤
𝑥1+𝑥2

2
 

shartlarni qanoatlantiruvchi (12) tenglamaning yechimi topilsin, bunda 

𝑣(𝑥) ∈ 𝐶(𝑥1, 𝑥2), ѱ(𝑥) ∈ 𝐶 [𝑥1,
𝑥1+𝑥2

2
]. 

 Giperbolik tipga tegishli kanonik ko‘rinishga keltirilgan tenglama uchun 

qo‘yilgan ayrim chegaraviy masalalarni echimlarini ko‘rib chiqamiz. Xususan, Gursa masalasini 

o‘rganamiz. Bu masala fizikaviy jihatdan ham qiziqarli bo'lib, u ko'plab tadbiqiy masalalarda, 

ayniqsa gaz tozalash, quritish jarayonlari bilan bog'liq masalalarni o'rganishda uchraydi. Bu 

masalada chegaraviy shartlar tenglamaning xarakteristikalarida berilgani uchun ham Gursa 

masalasi chegaraviy masala deb yuritiladi. Gursa masalasi chegaraviy masala bo‘lib, chegaraviy 

shartlar tenglamaning bir nuqtadan chiquvchi xarakteristikalarida beriladi. (𝑥, 𝑡) o'zgaruvchilar 

tekisligida bir jinsli ushbu 

𝐿𝑢(𝑥, 𝑡)  = 𝑢𝑡𝑡 − 𝑎2𝑢𝑥𝑥  =  0           (13) 

tor tebranish tenglamasini qaraylik.  

Umumiylikka ziyon qilmasdan (13) tenglamada 𝑎 =  1 deb olish mumkin. Haqiqatdan 

ham, (𝑥, 𝑡) tekisligida quyidagicha yangi 𝑥 =  𝑥,   𝑢 = 𝑎𝑡 o‘zgaruvchilar kiritamiz. U holda (1) 

tenglamada qatnashgan hosilalarni hisoblaymiz: 

𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑦𝑦𝑦𝑡
2 + 𝑢𝑦𝑦𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑦𝑦 va 𝑢𝑡𝑡−𝑎2𝑢𝑥𝑥 = 𝑎2𝑢𝑦𝑦 + −𝑎2𝑢𝑥𝑥 = 0 

        Bundan esa (13) tenglamani 

𝐿𝑢(𝑥, 𝑡)  ≡ 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦  =  0,                             (14) 

ko'rinishda yozib olishimiz mumkin. Ma’lumki, (14) tenglama ikkita haqiqiy 

xarakteristikalar 𝑥 −  𝑢 =  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 va 𝑥 +  𝑢 =  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 oilasiga ega. (14) tenglamani 

xarakteristik to‘rtburchakda qaraylik, ya’ni AC1, C1B, BC2 va C2A xarakteristikalari bilan 

chegaralangan sohani G deb, belgilaylik. Faraz qilaylik, A = (0,0), C1 = (x1, x1), C2=(x2, -x2) 

bo‘lsin. Bu yerda x1>0, x2>0. 

Gursa masalasi. (14) tenglamaning yopiq G sohada aniqlangan, uzluksiz va quyidagi 

𝑢(𝑥, 𝑦)|𝐴𝐶1
= 𝑢(𝑥, 𝑦)|𝑦=𝑥 = 𝑢(𝑥, 𝑥) = ѱ1(𝑥),       0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1 

𝑢(𝑥, 𝑦)|𝐴𝐶2
= 𝑢(𝑥, 𝑦)|𝑦=−𝑥 = 𝑢(𝑥, −𝑥) = ѱ2(𝑥)       𝑥1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥2  

shartlarni qanoatlantiruvchi 𝑢(𝑥, 𝑦) yechimini toping. 

Bu yerda 𝜓1(𝑥) va 𝜓2(𝑥) berilgan yetarlicha silliq funksiyalar bo‘lib, ular uchun 

𝜓1(0) = 𝜓2(0) tenglik o‘rinli.  Ma’lumki, (14) tenglamaning umumiy yechimi  

𝑢(𝑥, 𝑦)  =  𝑓(𝑥 +  𝑦)  +  𝑔(𝑥 −  𝑦) 

ko'rinishda bo‘ladi. Bu yerda 𝑓, 𝑔 ∈  𝐶2(𝑅). (14) tenglama uchun Gursa masalasining 

yechimini umumiy yechim asosida quraylik. Bunda 𝐶2(𝑅) sinfga tegishli bo'lgan 𝑓, 𝑔 

funksiyalarni topish uchun  

𝑢(𝑥, 𝑦)  =  𝑓(𝑥 +  𝑦)  +  𝑔(𝑥 −  𝑦) 

formula bilan aniqlangan 𝑢(𝑥, 𝑦) funksiyani yuqoridagi shartlarga qo'yamiz, natijada 

𝑢(𝑥, 𝑦)|𝑦=𝑥 = 𝑓(2𝑥) + 𝑔(0) = ѱ1(𝑥), 𝑢(𝑥, 𝑦)|𝑦=−𝑥 = 𝑓(0) + 𝑔(2𝑥) = ѱ2(𝑥), 

𝑓(2𝑥) + 𝑔(0) = ѱ1(𝑥),   𝑓(0) + 𝑔(2𝑥) = ѱ2(𝑥), 

tengliklarni olamiz. Demak, 𝑓 va 𝑔 − funksiyalarni topish uchun ushbu tenglamalar 

sistemasiga ega bo'ldik. Bu sistemaning birinchisida 𝑥 ni 𝑥/2 ga almashtirib, 𝑓(𝑥) funksiyani 

𝑓(𝑥) = ѱ1 (
𝑥

2
) − 𝑔(0)  ko'rinishda topamiz. Xuddi shunday qilib, yuqoridagi shartlardan  𝑔(𝑥) 
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funksiyani 𝑔(𝑥) = ѱ2 (
𝑥

2
) − 𝑓(0) topamiz. Endi 𝑓(𝑥) va 𝑔(𝑥) funksiyalarni umumiy yechimga 

qo‘yamiz. Natijada Gursa masalasining yechimini quyidagi 

𝑢(𝑥, 𝑦) = ѱ1 (
𝑥 + 𝑦

2
) + ѱ2 (

𝑥 − 𝑦

2
) − ѱ1(0),                                                       (15)  

ko'rinishda topamiz. 

Agar ѱ1(𝑥) va ѱ2(𝑥) funksiyalar berilgan sohada ikki marta differensiallanuvchi bo‘lsa, 

u holda (38) formula bilan aniqlangan 𝑢(𝑥, 𝑦) funksiya qaralayotgan sohada (14) tenglama 

chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi. 

Demak, quyidagi teorema isbotlandi. 

1-teorema. Agar ѱ1(𝑥) va ѱ2(𝑥) funksiyalar  ѱ1(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝑥1] ∩ 𝐶2(0, 𝑥1),   

ѱ2(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝑥2] ∩ 𝐶2(0, 𝑥2) bo'lib, ushbu tenglikni ѱ1(0) = ѱ2(0) qanoatlantirsa, u 

holda (14) tenglama uchun Gursa masalasining yagona yechimi mavjud bo‘ladi va bu yechim 

(15) formula bilan aniqlanadi. 

Endi (14) tenglamaning 𝐴𝐶: 𝑥 +  𝑢 = 0,   𝑉𝑆: 𝑥 − 𝑢 = 𝑙 xarakteristikalari va 𝐴𝐵 =

 {(𝑥, 𝑢): 𝑢 = 0, 0 < 𝑥 < 𝑙} kesma bilan chegaralangan xarakteristik uchburchakni 𝐺 deb 

belgilaylik. 

Gursa masalasi. To‘rtburchakli G sohada (14) tenglamaning quyidagi 

𝑢(𝑥, 𝑦)|𝐴𝐷 = 𝑢|𝑦=𝑦𝐷 = 𝜑1(𝑥),    𝑥𝐴 ≤ 𝑥 ≤  𝑥𝐷, 𝑢(𝑥, 𝑦)|𝐷𝐵 = 𝑢|𝑥=𝑥𝐷 = 𝜑2(𝑦),    𝑦𝐷 ≤

𝑥 ≤  𝑦𝐶 , 

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi 𝑢(𝑥, 𝑦) yechimini toping. Bu yerda 𝜑1(𝑥) va 

𝜑2(𝑦) berilgan yetarlicha silliq funksiyalar va bu funksiyalar uchun 𝜑1(𝑥𝐷) = 𝜑2(𝑦𝐷) tenglik 

o‘rinli. 

Gursa masalasi uchun ushbu teoremani isbotlaylik. 

2-teorema. Agar (12) tenglamaning koiffisientlari va o‘ng tomoni  

𝑎(𝑥, 𝑦), 𝑏(𝑥, 𝑦), 𝑐(𝑥, 𝑦), 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐺̅) 

hamda berilgan funksiyalar  

𝜑1(𝑥) ∈ 𝐶1[ 𝑥𝐴, 𝑥𝐷],   𝜑2(𝑦) ∈ 𝐶1[ 𝑦𝐷, 𝑦𝐵] 

bo‘lsa u holda (13)  

(
𝜕

𝜕𝑦
𝑣(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝑦0) − 𝑎(𝑥, 𝑦)𝑣(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝑦0))|

𝑥=𝑥0

= 0 

va (12) Gursa masalasining 𝑢(𝑥, 𝑦) yechimi 𝐶2(𝐺̅) sinfda mavjud va yagona bo‘ladi. 

 Bu teorema ham yuqoridagi kabi isbotlanadi. 

Riman usuli. Nemis matematigi Riman R. chiziqli giperbolik tipdagi tenglamalar uchun 

Koshi va Gursa masalalarining yechimini qurish usulini tavsiya qilgan. 

Gursa masalasi. To’rtburchakli G sohada  

𝐿[𝑢] ≡ 𝑢𝑥𝑦 + 𝑎(𝑥, 𝑦)𝑢𝑥 + 𝑏(𝑥, 𝑦)𝑢𝑦 + 𝑐(𝑥, 𝑦)𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦),                               (16) 

tenglamaning quyidagi  

𝑢(𝑥, 𝑦)|𝐴𝐷 = 𝑢|𝑦=𝑦𝐷 = 𝜑1(𝑥), 𝑥𝐴 ≤ 𝑥 ≤  𝑥𝐷, 𝑢(𝑥, 𝑦)|𝐷𝐵 = 𝑢|𝑥=𝑥𝐷 = 𝜑2(𝑦),    𝑦𝐷 ≤

𝑥 ≤  𝑦𝐵 

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi 𝑢(𝑥, 𝑦) yechimini toping. Bu yerda 

𝜑1(𝑥) va 𝜑2(𝑦) berilgan yetarlicha silliq funksiyalar va bu funksiyalar uchun 𝜑1(𝑥𝐷) = 𝜑2(𝑦𝐷) 

tenglik o’rinli.  
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Shuni ta’kidlash mumkinki, xuddi Koshi masalasidagi kabi chiziqli giperbolik tenglama 

uchun Gursa masalasi yechimining integral ifodasini Riman funksiyasi orqali topish mumkin. 

Buning uchun 𝐺 sohada fiksirlangan 𝑀0 = (𝑥0, 𝑦0) nuqtadan (16) tenglamaning 𝑥 = 𝑥0 va 𝑦 =

𝑦0 xarakteristikalarni o’tkazamiz. 𝐴𝐷 va 𝐵𝐷 xarakteristikalar bilan kesishgan nuqtasi 𝑃 va 𝑄 

bo’lsin.  

Endi yuqoridagi formulada 𝑢(𝑥, 𝑦) funksiyani Gursa masalasining yechimi, 𝑣(𝑥, 𝑦) ni 

esa (16) tenglamaning 𝑅(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝑦0) Riman funksiyasi deb, hosil bo’lgan ayniyatni 𝑀𝑃𝐷𝑄 

to’rtburchakli sohada integrallaymiz. Natijada quyidagi 

𝑢(𝑥0, 𝑦0) = 𝑢(𝑃)𝑣(𝑃) + 𝑢(𝑄)𝑣(𝑄) − 𝑢(𝐷)𝑣(𝐷) + ∫ 𝜑1(𝑥)(𝑅𝑥 − 𝑏𝑅)|𝑦=𝑦0
𝑑𝑥 +

𝑥𝐷

𝑥0

 

+ ∫ 𝜑2(𝑦)(𝑅𝑦 − 𝑎𝑅)|
𝑥=𝑥0

𝑑𝑦 −
𝑦0

𝑦𝐷

∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)
𝑦0

𝑦𝐷

𝑥0

𝑥𝐷

𝑅(𝑥, 𝑦;  𝑥0, 𝑦0)𝑑𝑥𝑑𝑦 

Gursa masalasi yechimining integral ifodasini olamiz. 

1-misol. To‘lqin tenglamasi uchun Koshi masalasini yechishni ko’rib chiqamiz: 

∂2u

∂𝑡2
= 𝑎2

∂2u

∂𝑥2
, −∞ < 𝑥 < +∞, 𝑡 > 0;  𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥),

∂u(x, 0)

∂t
= 𝜑(𝑥), 

𝑓(𝑥) = 3𝑥,   𝜑(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛2𝑥. 

Yechish. Xarakteristikalar tenglamasi quyidagi ko'rinishga ega: 𝑑𝑥2 − 𝑎2𝑑𝑡2 = 0. 

Oxirgi tenglama ikkita tenglamaga bo'linadi, ularning yechimlari to'g'ri chiziqlardan 

iborat: 𝑥 − 𝑎𝑡 = 𝐶1,   𝑥 + 𝑎𝑡 = 𝐶2. 𝜉 = 𝑥 + 𝑎𝑡, 𝜂 = 𝑥 − 𝑎𝑡 almashtirish kiritib, quyidagi 

tenglamani olamiz: 

𝑢𝜉𝜂 = 0. 

Oxirgi tenglamaning umumiy integralini takroriy integrallash orqali hisoblash oson:  

𝑢(𝜉, 𝜂) = 𝑓1(𝜉) + 𝑓2(𝜂) 

oldingi o'zgaruvchilarni quyidagicha olamiz: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑓1(𝑥 + 𝑎𝑡) + 𝑓2(𝑥 − 𝑎𝑡)                                                                           (∗) 

 Yechimni dastlabki shartlarga almashtirib, quyidagilarni hosil qilamiz: 

𝑢|𝑡=0 = 𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥) = 3𝑥 , 𝑢𝑡|𝑡=0 = 𝑎𝑓1
′(𝑥) − 𝑎𝑓2

′(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛2𝑥 

Ikkinchi tenglikni birlashtirib olamiz: 

𝑓1(𝑥) − 𝑓2(𝑥) =
1

𝑎
∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑠𝑑𝑠

𝑥

𝑥0

+ 𝐶 =
1

2𝑎
(𝑠𝑖𝑛2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥0) + 𝐶, 

bu yerda 𝑥0, 𝐶 − const. 

Shunday qilib biz, quyidagini olamiz; 

{
𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥) = 3𝑥 ,

𝑓1(𝑥) − 𝑓2(𝑥) =
1

2𝑎
(𝑠𝑖𝑛2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥0) + 𝐶.

 

Endi oxirgi ikkita tenglikni ifodalaylik 𝑓1 va 𝑓2 lar quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi: 

𝑓1(𝑥) =
3𝑥

2
+

1

4𝑎
(𝑠𝑖𝑛2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥0) +

𝐶

2
, 𝑓2(𝑥) =

3𝑥

2
−

1

4𝑎
(𝑠𝑖𝑛2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥0) −

𝐶

2
. 

Olingan ifodalarni umumiy yechimga almashtirib (*) topamiz: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑓1(𝑥 + 𝑎𝑡) + 𝑓2(𝑥 − 𝑎𝑡) =
3𝑥+𝑎𝑡

2
+

1

4𝑎
(𝑠𝑖𝑛2(𝑥 + 𝑎𝑡) − 𝑠𝑖𝑛2𝑥0) +

𝐶

2
+

3𝑥−𝑎𝑡

2
− 



 
SCIENCE AND INNOVATION 

INTERNATIONAL SCIENTIFIC JOURNAL VOLUME 1 ISSUE 7 

UIF-2022: 8.2 | ISSN: 2181-3337 

 

 

 406 

 

−
1

4𝑎
(𝑠𝑖𝑛2(𝑥 − 𝑎𝑡) − 𝑠𝑖𝑛2𝑥0) −

𝐶

2
= 3𝑥 (

3𝑎𝑡 + 3−𝑎𝑡

2
) +

1

4𝑎
(sin (2𝑥 + 2𝑎𝑡) − sin (2𝑥 − 2𝑎𝑡))

= 

= 3𝑥 (
3𝑎𝑡 + 3−𝑎𝑡

2
) +

1

2𝑎
(sin(2𝑎𝑡) cos(2𝑥)). 

Shunday qilib, Koshi masalasining yechimi quyidagi ko'rinishga ega bo’ladi: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 3𝑥 (
3𝑎𝑡 + 3−𝑎𝑡

2
) +

1

2𝑎
(sin(2𝑎𝑡) cos(2𝑥)). 

 To’lqin tenglamasi uchun aralash masala masalani ko’rib chiqamiz. 

MUHOKAMA 

1-misol. To'lqin tenglamasi uchun aralash masalani yeching (𝑁 − variantlar soni): 

∂2u

∂𝑡2
= 𝑎2

∂2u

∂𝑥2
, 0 < 𝑥 < 𝑙, 0 < 𝑡 < +∞; 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑥(𝑥 − 𝑙),
∂u(x, 0)

∂t
= 0, u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, 

bu erda 𝑁 = 3, 𝑎 = 3, 𝑙 = 0,5 bo’lsin. 

Yechish. Yechimni 𝑋 = 𝑋(𝑥) va 𝑇 = 𝑇(𝑡) argumentga bogʻliq boʻlgan ikkita funksiya 

koʻpaytmasi koʻrinishida izlaymiz, ya’ni, 

 𝑢(𝑥, 𝑡) =  𝑋 (𝑥)𝑇 (𝑡). 

Buni tenglamaga qo’yib, quyidagilarga ega bo’lamiz: 

𝑋(𝑥)𝑇′′(𝑡) = 9𝑋′′(𝑥)𝑇(𝑡)  ⇒  
1

9

𝑇′′

𝑇(𝑡)
=

𝑋′′

𝑋(𝑥)
. 

Tenglamalarning ikkala qismi ham 𝑥 yoki 𝑡 ga bog'liq emas, demak: 

1

9

𝑇′′

𝑇(𝑡)
=

𝑋′′

𝑋(𝑥)
= −𝜆 =  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Bu yerdan ikkinchi tartibli ikkita oddiy bir jinsli chiziqli tenglamani olamiz: 

𝑇′′(𝑡) + 9𝜆𝑇(𝑡) = 0 va 𝑋′′(𝑥) + 9𝜆𝑋(𝑥) = 0. 

Nolga teng bo’lmagan yechimlarni olish uchun chegara shartlari, ahamiyatsiz bo’lmagan 

yechimlarni topish kerak. Chegara shartlar: 𝑋(0)  =  0,   𝑋(0,5) =  0. Bu masalani yechib, 𝜆 >

0 ekanligini aniqlaymiz. Uning umumiy yechimini quyidagicha yozish mumkin: 

𝑦(𝑡) = 𝐴𝑐𝑜𝑠(√𝜆𝑡) + 𝐵𝑠𝑖𝑛(√𝜆𝑡), 𝑥 ∈ [0,05]. 

Chegara shartlaridan 𝐴 va 𝐵 koeffitsientlari topiladi: 

𝑦(0) = 𝐴 = 0 va 𝑦(1) = 𝐴𝑐𝑜𝑠(√𝜆) + 𝐵𝑠𝑖𝑛(√𝜆) = 𝐵𝑠𝑖𝑛(𝜆) = 0. 

 Shunday qilib 𝑠𝑖𝑛(√𝜆) = 0, bunda √𝜆 = 𝜋𝑘,     𝑘 ∈ 𝑁 bo‘ladi.   

 Shuning uchun Shturm-Liouville masalasidagi xos qiymatlari quyidagicha 

bo’ladi: 𝜆 = 𝜋2𝜅2, 𝑘 ∈ 𝑁 va xos funktsiyalar quyidagicha ko'rinishga ega: 

𝑋𝑘(𝑥) = sin(𝜋𝑘𝑥). 

 Endi hamma 𝑘 ∈ 𝑁 uchun tenglama yechimining umumiy ko’rinishini yozamiz: 

𝑇𝑘
′(𝑡) + 9𝜋2𝜅2𝑇(𝑡) = 0. 

Bu tenglamaning umumiy yechimi: 

𝑇𝑘(𝑡) = 𝐴𝑘 sin(3𝜋𝑘𝑡) + 𝐵𝑘 cos(3𝜋𝑘𝑡). 

 O’z navbatida  
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𝑈(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑈𝑘

∞

𝑛=1

(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑋𝑘(𝑥)

∞

𝑛=1

𝑇𝑘(𝑡). 

Chegara shartlaridan topamiz:  

∑ 𝑋𝑘(𝑥)𝑇𝑘(0)

∞

𝑛=1

= ∑ 𝑋𝑘(𝑥)(𝐵𝑘) = 𝑥(𝑥 − 0.5)

∞

𝑛=1

 

va 

∑ 𝑋𝑘(𝑥)𝑇𝑘
′(0)

∞

𝑛=1

= 3𝜋 ∑ 𝑘𝑋𝑘(𝑥)(𝐴𝑘) = 0.

∞

𝑛=1

 

Noma'lum 𝐴𝑘 va 𝐵𝑘 koeffitsientlarini topish uchun biz 𝑥(𝑥 − 0.5) funktsiyani 𝑋𝑘(𝑥) 

bo’yicha Fur’e qatoriga yoyamiz: 𝑥(𝑥 − 0.5) = ∑ 𝑎𝑘𝑋𝑘(𝑥),∞
𝑘=1  bu erda 

𝑎𝑘 = 2 ∫ 𝑥(𝑥 − 0.5) sin(𝜋𝑘𝑥) 𝑑𝑥 = −
(−1)𝑘(𝜋2𝑘2 − 4) + 4

𝜋3𝑘3

1

0

. 

Bu tenglamadan 𝑏𝑘 = 0 va 𝐴𝑘 = 0 ekanligi kelib chiqadi. 

Bundan, 𝐵𝑘 = 𝑎𝑘 = −
(−1)𝑘(𝜋2𝑘2−4)+4

𝜋3𝑘3  . Demak, yechim quyidagi ko’rinishda bo’ladi: 

𝑈(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑋𝑘(𝑥)𝑇𝑘(𝑡)

∞

𝑛=1

= ∑ sin (𝜋𝑘𝑡)

∞

𝑛=1

(−1)𝑘(4 − 𝜋2𝑘2) − 4

𝜋3𝑘3
cos (3𝜋𝑘𝑡). 

2-misol. Quyidagi Gursa masalasini yeching: 

𝜕𝑥
2𝑢 + 12𝜕𝑥𝜕𝑦𝑢 + 35𝜕𝑦

2𝑢 + 𝜕𝑥𝑢 + 5𝜕𝑥𝑢 = 0, 

𝑦 > 0, 𝑥 > 0, 𝑢(𝑥, 5𝑥) = 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥, 𝑢(𝑥, 7𝑥) = 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥. 

Yechish. 𝐷 = 𝑏2 − 𝑎 ∗ 𝑐 = 16𝑥4 > 0, tenglama giperbolik tipga tegishli. Xarakteristik 

tenglamani tuzamiz: (𝑑𝑦)2 − 4𝑥2𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0, △= 16𝑥4. 

Chunki 𝐴 = 0 tenglamada 𝑢 𝑑𝑦 ga nisbatan yechiladi va ikkita tenglamaga parchalanadi: 

𝑑𝑦 − (−2𝑥2 + 4𝑥2)𝑑𝑥 = 0, 𝑑𝑦 − (−2𝑥2 − 4𝑥2)𝑑𝑥 = 0. 

Tenglamani yechamiz: 

𝑑𝑦 = 2𝑥2𝑑𝑥 ⇒  ∫ 𝑑𝑦 = ∫ 2𝑥2 𝑑𝑥, 𝑦 =
2𝑥3

3
+ 𝐶1 ⇒  𝐶1 = 𝑦 −

2𝑥3

3
⇒ 

𝑑𝑦 = −6𝑥2𝑑𝑥 ⇒ ∫ 𝑑𝑦 = − ∫ 6𝑥2 𝑑𝑥 ⇒ 𝑦 = −2𝑥3 + 𝐶2 ⇒ 𝐶2 = 𝑦 + 2𝑥3. 

Yechim xarakteristikalar oilasidir: 𝜑1(𝑥, 𝑦) = 3𝑦 − 2𝑥3 = 𝐶1, 𝜑2(𝑥, 𝑦) = 𝑦 + 2𝑥3 = 𝐶2. 

Shunday qilib, bu holda o'zgaruvchilarning o’zgarishi quyidagicha ko'rinadi:  

𝜉 = 3𝑦 − 2𝑥3, 𝜂 = 𝑦 + 2𝑥3 ⇒ 𝜕𝑥𝜉 = −6𝑥2, 𝜕𝑦𝜉 = 3, 𝜕𝑥𝜂 = 6𝑥2, 𝜕𝑦𝜂 = 1. 

Endi yangi koeffitsientlarni hisoblaymiz:  

𝑎̅11 = 𝑎̅22 = 0 ⇒ 𝑎̅12 = −12𝑥4  ⇒ 𝑏̅1 = 0 ⇒ 𝑏̅2 = 0 ⇒ 𝑐̅ = 0 ⇒ 𝑓̅ = 0. 

Yangi tenglamani yozamiz: 

−12𝑥4𝑢𝜉𝜂 = 0 ⇒ 𝑢𝜉𝜂 = 0 ⇒ 𝑢 = 𝑔(𝜂) + ∫ 𝑓(𝜉)𝑑 𝜂 = 𝑔(𝜂) + ℎ(𝜉) 

𝜕𝑥𝑢 ni ifodalaymiz: 𝜕𝑥𝑢 = −6𝑥2𝑓𝑥
′ + 6𝑥2𝑔𝑥

′ . 

Qo'shimcha shartlardan foydalanib, 𝑔 = ∫
1

3
𝑑𝑥 =

1

3
𝑥 , 𝑓 = 𝑦2 −

1

3
𝑥 ekanligini topamiz. 
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XULOSA 

Yuqorida keltirilganlardan ko‘rinib turibdiki, xususiy hosilali differensial tenglamalar, 

shu jumladan giperbolik tipga tegishli tenglamalarning amaliy ahamiyati juda keng. Masalan, 

lokal boʻlmagan muammolar neft qatlamlarini matematik modellashtirishda, yer osti suvlarini 

filtrlashda, murakkab tuzilishga ega boʻlgan obʼyektda issiqlik va massa almashinuvini o‘rganish 

giperbolik tipdagi tenglamalarga olib kelinadi. Shu munosabat bilan o‘zbek va xorijlik olimlar 

tomonidan mazkur yo‘nalish bo‘yicha chuqur izlanishlar olib borilmoqda. Giperbolik tipdagi 

tenglamalar uchun nolokal masalalar [1-14] ilmiy maqolalarda o‘rganilgan. Trikomi va boshqa 

aralash chegaraviy masalalar [15-38] ilmiy izlanishlarda o‘rganilgan bo‘lib, masalalar 

yechimining yagonaligi va mavjudligi isbotlangan. [39-52] maqolalarda matematik fizika 

tenglamalari va boshqa fanlardagi mavzularni ilg‘or pedagogik pedagogik texnologiyalar 

yordamida o‘tish yo‘llari hamda matematik fizika fanining biologik jarayonlarni 

modellashtirishda qo‘llanishi ko‘rsatilgan.  

Ushbu yo‘nalishdagi mavzular bo‘yicha ilmiy izlanishlar olib borish talabadan 

fundamental fanlardan chuqur bilimga ega bo‘lishni talab qiladi. Jumladan, masalalarni 

o‘rganishda keng qo‘llaniladigan turli differensial va integral operatorlar tahlil qilishni, ketma-

ket yaqinlashish usuli, Shauder prinsipi, ekstremum prinsiplari va energiya integrali nazariyasi, 

gipergeometrik va boshqa maxsus funksiyalarni bilishlari lozim. 
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