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Annotasiya. Maqolada yuqgori va ikkinchi tartibli matematik fizika tenglamalarining
tasnifi to ‘liq bayon qilingan. Xususiy hosilali giperbolik tipdagi tenglamalar uchun qo ‘yiladigan
boshlang ‘ich va chegaraviy masalalar tahlil gilingan. Giperbolik tipdagi tenglamalar uchun
Koshi, Darbu va Gursa masalalari tizimli tartibda berilgan. Bir nechta tipik ko ‘rinishdagi
masalalar yechib ko ‘rsatilgan.

Kalit so‘zlar: matematik modellar, tenglama, giperbolik tip, elliptic tip, parabolic tip,
aralash tip, chegaraviy masala, singulyar integral tenglama, integrallar nazariyasi, Trikomi
masalasi, matematik biologiya, affin almashtirishlar, vektor, xarakteristik determinant, kompleks
o ‘zgaruvchili funksiya.
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ON THE INITIAL AND BOUNDARY BORDER PROBLEMS FOR EQUATIONS
OF THE HYPERBOLIC TYPE WITH PARTICULAR DERIVATIVES

Abstract. The classification of higher and second-order mathematical physics equations
is fully described in the article. The initial and boundary problems for hyperbolic type equations
with specific derivatives are analyzed. Cauchy, Darbou, and Gursa problems for hyperbolic type
equations are given systematically. Several typical-looking problems are solved.

Keywords: mathematical models, equation, hyperbolic type, elliptic type, parabolic type,
mixed type, boundary value problem, singular integral equation, theory of integrals, Tricomi
problem, mathematical biology, affine substitutions, vector, characteristic determinant, complex
variable function.

KIRISH

Ma’lumki, bir qator fizik, mexanik, biologik va kimyoviy jarayonlarning matematik
modellari matematik fizikaning tenglamalari orqali ifodalanadi. O‘z navbatida matematik fizika
tenglamalarini echish turli tipdagi integral tenglamalarga olib kelinadi. Jarayonlarni matematik
modelini tuzish, ya’ni matematik fizikaning tenglamalar nazariyasini ishlab chiqishning birinchi
bosqichida ularning umumiy yechimini topishdan ko‘ra ko’p kuch sarflanadi. Dalamber J. (1747
yil) to'lgin tenglamasining umumiy yechimini topgan. Eyler L. (1770 yil) qo‘llagan
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almashtirishlarga asoslanib, Laplas P. (1773 yil) «Kaskad usuli» ni taklif gilgan. Boshqa ba’zi
bir chizigli bir xil ikkinchi tartibli giperbolik tenglamalarning ikkitasi bilan umumiy yechimini
beradi.

Birog, bunday umumiy yechim juda kam hollarda topilgan: oddiy differensial
tenglamalardan fargli o'larog, xususiy hosilali differentsial tenglamalar uchun umumiy yechimni
juda oddiy formula shaklida olish mumkin bo'lgan birorta ham muhim tenglamalar sinfi
ajratilmagan. Fizik jarayonlarni tahlil gilishda matematik fizika tenglamalari odatda qo'shimcha
shartlar bilan o‘rganiladi. Ularning xususiyati yechimni o‘rganish yo‘nalishiga tubdan ta’sir
qgiladi.

Masalani algebraik (odatda chizigli) tenglamalar sistemasini yechishga keltiriladigan
chegaraviy masalalarni taxminiy yechish usullari keng targalgan. Shu bilan birga, tizimdagi
noma'lumlar sonini ko'paytirish orgali har ganday darajadagi yaginlashish anigligiga erishish
mumkin. Shu bilan bir qatorda buzilish chizig‘iga ega giperbolik va aralash tipdagi tenglamalar
uchun chegaraviy masalalar nazariyasi hozirgi vagtda xususiy hosilali differensial tenglamalar
nazariyasining muhim tarmoqlaridan biri hisoblanadi. Aralash tipdagi tenglamalar bilan
singulyar integral tenglamalar (aralash tipdagi tinglamalarni echish singulyar integral
tenglamalarga olib kelinadi. Singulyar integral tenglamalar esa Karleman-Vekua usuli
yordamida Fredgol’m integral tenglamalari yoki sistemalariga keltirilib, echimning mavjudligi
isbotlanadi) nazariyasidagi masalalar, integral o'zgarishlar nazariyasi va maxsus funksiyalar
o'rtasidagi to'g'ridan-to'g'ri bog'lanishlar, shuningdek, mexanika va matematik fizikaning bunday
tenglamalarga keltiruvchi amaliy muammolari bilan bog'liq (MycxenumBmwm H.U.
CunrynsapHbsle UHTerpanHsle ypaBHeHHus. MockBa, «Hayka», 1968 r., 513 c.). Bu nazariyaning
asoslari Trikomi F. va Gellershtedt S. asarlarida yoritilgan (Tpukomu ®. O nuHEHHBIX
ypaBHeHUsAX cMemanHoro tumna. — M. —JL.: T'octexuznat, 1947. — 192 c., Gellerstedt S. Quelques
problems mixtes pour i’equation
Y Zyx + Zyy = 0 /] Arkiv f. Math. Astr.OchFysik, 1938.-26 A., Ne.3.).

Tekislikda sigilgan muhitning transonik (tovush tezligidan yuqori tezlikda) ogqimi
muammolari, gobiglarning momentsiz nazariyasi aralash tipdagi tenglamalar bilan tavsiflanadi.
Ular uchun Trikomi masalasi ham, uning matematik umumlashmalarining amaliy tadbiglari
mavjud. So'nggi yillarda buzilish chizig‘iga ega giperbolik va aralash turdagi tenglamalar uchun
siljish bilan bog'lig  muammolarni o'rganish aynigsa jadal olib borilmogda. Ushbu
tadgigotlarning dolzarbligi matematik fizika tenglamalari uchun klassik muammolarni nazariy
umumlashtirishning ichki ehtiyojlari bilan ham, qo'llaniladigan giymat bilan ham aytish mumkin.
Chunki ular gaz dinamikasi, issiglik o'tkazuvchanligi nazariyasi, elastiklik nazariyasi, gobiglar
nazariyasi, plazma nazariyasi, matematik biologiya va mexanikaning boshga ko'plab masalalari
bilan bog'liq. Lokal bo‘lmagan muammolar neft qatlamlarini matematik modellashtirishda, yer
osti suvlarini filtrlashda, murakkab tuzilishga ega bo‘lgan ob’yektda issiqlik va massa
almashinuvida, simlardagi elektr tebranishlarida, g‘ovak muhit bilan o‘ralgan kanalda suyuqlik
harakatida va boshga hodisalarda uchraydi. Aralash tipdagi tenglamalar uchun nolokal masalalar
etarlicha chuqur o‘rganilgan.

TADQIQOT MATERIALLARI VA METODOLOGIYASI

Endi umumiy holda berilgan yuqori tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarning
tasniflarini keltiramiz. Xususiy hosilali m-tartibli kvachizigli tenglama
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a,(x)D%u + F(x,u,..DPu,..) =0 (1)
la|=m
ko‘rinishida yoziladi, bu yerda F ifoda noma’lum u = u(x) funksiyaning m — 1 dan yuqori
bo‘lgan hosilalarini 0°z ichiga olmaydi. (1) tenglamaga mos bo‘lgan xarakteristik shakl

KAy, oy A) = Z L )
la|=m

ko‘rinishida yoziladi.

Agar tenglama garalayotgan D sohaning tayin x nuqtasida A, ..., A, o‘zgaruvchilarning
shunday A; = A; (W, -, Up), © =1,...,n affin almashtirilishini (affin almashtirish maxsus
bo‘lmagan A = Ap + B (detA # 0,B € E™) almashtirishdan iboratdir) topish mumkin bo‘lsaki,
natijada (2) shakldan hosil bo‘lgan shakl p; o‘zgaruvchilarning farqi [ tasini (0 <[l <n) o‘z
ichiga olsa, (1) tenglama x nuqtada parabolik yoki parabolik buziladi deb aytiladi.

Parabolik  buzilishi bo‘lmaganda, faqatgina A, =0,...,4, =0 bo‘lgandagina
K(44, ..., 4,) = 0 bo‘lsa, (1) tenglama x € D nuqtada elliptik tip deyiladi.

Agarda A4, ..., 4, o‘zgaruvchilar orasidan bittasini, masalan A, = A ni ajratib olish
mumkin bo‘lsaki (zarur bo‘lgan holda bu o‘zgaruvchilarni affin almashtirishdan so‘ng), barcha
AN =4, ..., 2y_1) € E™ 1 nuqtalar uchun A ga nisbatan xarakteristik

KAy, iy Ay, 1) =0

tenglamaning barcha ildizlari haqiqiy bo‘lsa, (1) tenglama x € D nugtada giperbolik
deyiladi.

Agarda A ildizlarning bir qismi haqiqiy, qolganlari kompleks bo‘lsa, (1) tenglama x € D
nuqtada qo‘shma tipdagi tenglama deyiladi.

Bu ta’rifga asosan a > 3 bo‘lganda (1) tenglama qo‘shma tip bo‘lishi mumkin.

Qo‘shma turdagi tenglamaga aixl (uxlx1 + Uy, xZ) = 0 tenglama misol bo‘ladi.

Xuddi shunga o‘xshash, chizigli bo‘lmagan F = F(x, ..., D%, ...) = 0 tenglama
— aF a a _ (%1 92 an
KAy, o) Ay) = Z G A=A AL
a
a=m

shakl xususisiyatiga asosan tiplarga ajratiladi. Bu shakl koeffisientlari x nugta bilan birga
izlanayotgan u(x) yechim va uning hosilalariga bog‘liq bo‘lgani sababli, tiplarga ajratish
tekshirilayotgan holda fagat shu yechim uchungina ma’noga ega bo‘ladi.

Masalan,

n
U Uy, x, + z Uy, = 0
i=2

tenglama u(x) > 0 bo‘lgan x € D nuqtalarda elliptik, u(x) < 0 bo‘lganda gipperbolik va
u(x) =0 bo‘lgan x € D nuqgtalarda parabolik buziladi. Endi xususiy hosilali differensial
tenglamalar sistemasining Klassifikatsiyasiga qisqacha to‘xtalib o‘tamiz.

F — funksiya N o‘lchovli F = (F;,...Fy) vektordan iborat. Bu vektorning Fi, ..., Fy

komponentlari D soha x nugtalarning hamda p({:uj' pé=D“uj, j=1,..., M haqiqiy
o‘zgaruvchilarning berilgan haqiqiy funksiyalari bo‘lsin.
F(x,..,D%;,..)=0, i=1.. Nj=1.M (3)
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ko‘rinishdagi tenglik, noma’lum wuq,...,u, funksiyalarga nisbatan xususiy hosilali
differensial tenglamalar sistemasi deyiladi.

(3) tenglamalar sistemasiga kirgan noma’lum funksiyalar hosilalarining eng yuqori tartibi
shu sistemaning tartibi deyiladi.

(3) sistemaning tartibi m ga teng bo‘lsin. Agar hamma F; — funksiyalar barcha pé
o‘zgaruvchilarga nisbatan chiziqli bo‘lsa, (3) sistema chiziqli, agarda F; — lar, i =1,...,N,
barcha pé, ||=m, larga nisbatan chiziqli bo‘lsa, (3) sistema kvachiziqli deyiladi.

Agar N =M,N > M,N < M bo‘lsa, u holda (3) sistema mos ravishda aniq, ortig‘i bilan
aniglangan, yetarlicha aniglanmagan deyiladi. (3) sistema aniq bo‘lib, uning har bir
tenglamasining tartibi m ga teng bo‘lsin.

Ushbu

JF;
dp,
kvadratik matritsani tuzamiz.
KAy, .., A,) = det Z al® = det z a,
|al=m la|]=m
ifoda haqiqiy skalyar 44, ..., 4,, parametrlarga nisbatan Nm tartibli shakldan iboratdir. Bu shakl
(3) sistemaning xarakteristik determinanti deyiladi.
(4) shaklning xarakteriga garab, xuddi (1) tenglamaga o‘xshash, (3) sistema ham tiplarga
ajratiladi. Juda ko‘p hollarda amalyotda uchraydigan tenglamalar sistemasini bitta

2 a DU = f (5)

|lalsm

matritsa tenglama ko ‘rinishida yozish mumkin.
Bu yerda D¢ differensial operator, u = (uy(x),...,uy(x)) vektor funksiya yoki
u:||u]-|| j =1,..,N matritsa-ustunning har bir komponentiga ta’sir qiladi, a,- koeffisientlar

n
aaz‘ ,i,j=1,...,N,Zak=m
k=1

g A e AT (4)

1

N — tartibli matritsadan iborat bo‘lib, bular hamda (5) sistemaning o‘ng tomoni f = (fi, ... fy)
yoki f = ||f;]|, nomalum w;(x) funksiyalarga va ularning tartibi m — 1 dan katta bo‘lmagan

hosilalariga bog’liq bo’lishi mumkin, m = 1 bo’lganda (5) sistemadan birinchi tartibli xususiy
hosilali differensial tenglamalar sistemasi

n
Z aDju+bu=f (6)
j=1
kelib chigadi, bu yerda b — N — tartibli kvadratik matritsa. (6) tenglamalar sistemasiga mos
bo‘lgan N — tartibli xarakteristik shakl ushbu
n
Kb, o 2n) = det ) )y
j=1
formula bilan beriladi.
Misol uchun (6)dan =N =2,b=0,f =0,

aw=o 3l «=]; Tl

bo‘lsin. Bu holda ushbu sistemaga ega bo‘lamiz:
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9] - d
lo 2l all+ 13 “ollz; el =

_ | Diu; +0 0—Dyu, _ Dyu, — D,u, _ ”0”
0+ Diu, D,u; +0 Dyuq + Dyiu, 0
yoki
Ju;  Odu, Ju;  Ouy
ox; Ox,’ dx,  0x; 7

Shunday qilib, kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar nazaryasidan ma’lum bo‘lgan Koshi-
Riman sistemasi hosil bo‘ldi. (7) sistemaga mos bo‘lgan xarakteristik shakl

A =2
LI =243

K = det(al/h + azlz) = det AZ Al

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Demak, Koshi-Riman sistemasi elliptik tipdagi sistema ekan.
Endi bevosita ikkinchi tartibli ikki o‘zgaruvchili differensial tenglamalarni
kanonik ko‘rinishga keltirish yo‘llarini bayon gilamiz.
Ikkita x va y haqiqiy o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli kvazichiziqli tenglama ushbu

A(x y)az—u+ZB(x y) 2 + C(x y)az—u+cb(x y,u a_u 6_u> =0 (8)
"7 0x? "7 0xdy "7 0y? T 0x’ dy
ko‘rinishda yoziladi.
(8) tenglama xarakteristiklarining tenglamasi chizigli bo‘lmagan
dw\> 0w 0w dw\>
A(a) +2Ba$+C(E> =0 9

tenglamadan iborat.

Bu tenglamani soddagina usul bilan oddiy differensial tenglamaga keltirish mumkin.
Hagigatan ham, w(x, y) funksiya (9) tenglamaning yechimi bo‘lsa, w(x,y) = const egri chiziq
(8) tenglamaning xarakteristikasidir. Bu xarakteristika atrofida

w w _ . 6w_a_w_ Ll
adx+5dy—0 yoki E'ay_dy'( dx)

munosabat bajariladi.
(9) tenglamada Z—‘; : Z—‘; nisbatni dy: (—dx) ga almashtirilib,

Ady? —2Bdydx+ Cdx?*=0 (10)

oddiy differensial tenglamaga ega bo‘lamiz.

Aksincha, agar w = const (10) tenglamani integrali bo‘lsa, w(x,y) funksiya (9)
xarakteristikalar tenglamasini qganoatlantirishi ko‘rinadi. (10) tenglik esa xaraktestik egri
chiziglarning oddiy differensial tenglamasidan iborat bo‘ladi.

(10) tenglik bilan aniglangan (dx, dy) yo‘nalish odatda xaraktestik yo‘nalish deyiladi.
Ady? + 2Bdxdy + Cdx? kvadratik bo‘lgan shaklning aniglangan (musbatligi yoki manfiyligi),
ishorasi o‘zgaruvhan yoki yarim aniqlangan (buzilgan) bo‘lganiga qarab, (8) tenglama elliptik,
giperbolik yoki parabolik tipga tegishli bo‘ladi. Shunga asosan Ady? + 2Bdxdy + Cdx?
kvadratik shakIni diskriminanti B2 — AC noldan kichik bo‘lishi, katta yoki nolga teng bo‘lishiga
garab, mos ravishda (8) tenglamaning tipi elliptik, giperbolik yoki parabolik bo‘ladi.

(8) tenglama elliptiklik sohasida haqiqiy xarakteristik yo‘nalishlarga ega bo‘lmaydi, har
bir giperboliklik nuqtasida 2 ta turli haqiqiy xarakteristik yo‘nalish, har bir paraboliklik nuqgtada
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bitta haqiqiy xarakteristik yo‘nalishlar mavjud. Demak, A, B va C koeffitsientlar yetarli silliq
funksiyalar bo‘lganda, (8) tenlamaning giperboliklik sohasi xarakteristik egri chiziglarning ikkita
oilasi turi bilan, paraboliklik sohasi esa xarakteristik egri chiziglarning bitta oilasi turi bilan
goplanadi. Endi bir amaliy masalani giperbolik tipga tegishli bo‘lgan tenglamaga kelishini
isbotlab ko‘rsatmaiz.

Tor deganda erkin egiladigan ingichka ip tushuniladi, boshgacha aytganda, tor shunday
qattiq jismki, uning uzunligi boshqa o‘Ichovlaridan ancha ortiq bo‘ladi. Torga ta’sir qilib turgan
taranglik kuchi yetarli darajada katta deb tasavvur gilamiz. Shu sababli torning egilganligi
qarshiligini tarangligiga nisbatan hisobga olmasa ham bo‘ladi. Ikki nuqta orasida tarang qilib
tortilgan torni tekshiramiz. Aniglik uchun bu Ox o‘qida joylashgan bo‘lsin. Biz torning tekis
ko‘ndalang tebranishini tekshiramiz, ya’ni bu shunday tebranishki, tor hamma vagqt bir tekislikda
yotadi va torning har bir nugtasi Ox o‘qqa perpendikulyar bo‘lib siljiydi. Bu degan so‘z,
muvozanat paytida x absissaga ega bo‘lgan torning nuqtasi tebranish jarayonida ham shu
absissaga ega bo‘ladi.

Bu nugtaning ordinatasi u vaqt o‘tishi bilan o‘zgaradi, ya’ni u torning muvozanat
holatidan siljishidan iborat. Tor tebranishining matematik gonunini topish uchun u ning t vaqtga
va x ga qanday bog‘ligligini, ya’ni u = u(x, t) funksiyani topish kerak. Biz torning fagat kichik

tebranishlarini tekshiramiz, ya’ni u(x,t)va Z—: ga nisbatan yugori tartibli kichiklikdagi

ouw\? . _— .
(u? (E) , ... ) migdorlarni hisobga olmaymiz.
Tor egilishga qarshilik ko‘rsatmaganligi tufayli, uning t vaqtda x nuqtadagi tarangligi
T(x,y) x nuqtada torga o‘tkazilgan urinma bo‘yicha yo‘nalgan bo‘ladi. Torning ixtiyoriy
(x1, x,) gismini olamiz. Bu gism tebranish davrida (M,, M,) shaklga keladi. Buning t vaqtdagi

yoy uzunligi
X2
w2
J 1+(a) dx = x, — X4,
X1

ya’ni, kichik tebranishlarda tor qismlarining uzunligi cho‘zilmaydi va qisqarmaydi.
Demak, Guk gonuniga asosan taranglik migdori |T'(x, t)| = Tj.

Tor tebranishining tenglamasini chigarish uchun Dalamber prinsipidan foydalanamiz.

Bunga asosan, torning ajratilgan gismiga ta’sir giluvchi barcha kuchlarning yig‘indisi
nolga teng bo‘lishi kerak. Birlik uzunlikda hisoblangan va torga Ou o‘qqa parallel ta’sir
giladigan tashqi kuch p(x, t) bo‘lsin. M;, M, qismga ta’sir giladigan kuch f):z p(x, t)dx ga teng
bo‘ladi.

X, nugtadagi taranglikning Ou dagi proeksiyasi Tysina(x;) ga, x; nuqtadagi esa -
Tosina(x,) ga teng bo‘ladi. Ushbu

tga(x) Uy

sina(x) = = ~uU
J1+tg2a(x) /1+uZ

formulaga asosan
X2

_ _ ou ou 0%u
Tosina(x;) — Tosina(xy) =T, (5) — (a) =T, ﬁdx
X=X2 X=X1

X1
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tenglikka ega bo‘lamiz. Torning chiziqli zichligi, ya’ni tor kichkina bo‘lagi massasining
uning uzunligiga bo‘lgan nisbatining limiti p(x) bo‘Isin.

M nuqta tezllgl — teZIanlshI bo lgani uchun M;, M, bo‘lakning inersiya kuchi

- f "2 p(x) dx ga teng bo‘ladi. Dalamber prinsipiga asosan

f[Toa >+ p(x,t) - p(x)— dx =0

tenglikka ega bo‘lamlz. X1va x, lar ixtiyoriy bo‘lgani uchun

2 0%u

To 24 p(x,t) — () 2 = 0
bo‘ladi. Bu esa tor kichik ko‘ndalang tebranishlarning tenglamasidir.
Agar zichlik p(x) o‘zgarmas bo‘lsa, p(x) = p torning tebranish tenglamasi
0°u _ ,0%u
2 =% 3,2 + f(x,t)
ko‘rinishda yoziladi, bunda a? = %. Bu tenglama odatda bir o‘lchovli to‘lqin tenglamasi

ham deyiladi. Torga ta’sir gilayotgan tashqi kuch p(x,t) = 0 bo‘lsa, torning erkin tebranish

tenglamasi
0%u 5 d0%u
F =a ﬁ (11)

Tor yoki sterjen tebranish jarayonining fizik ma’nosidan shu narsa kelib chiqadiki, bu
jarayonni bir qiymatli ifodalash uchun qo‘shimcha u siljish va u, tezlikning boshlang‘ich
vaqtdagi qiymatlarini (boshlang‘ich shartlar) berish Zarur:

u|t=t0 o (x ) = ¢1(x).

Otli—¢,
Bundan tashgari, torning chetki nugqtalaridagi holatini ham ko‘rsatish kerak. Torning
tekshirilayotgan 0 < x <[ qismining ikki chekkasi mustahkamlangan bo‘lsa, izlanayotgan
yechim
Ulx=0 =0, Ul =0
shartlarni  ganoatlantirishi ~ zarur.  Agar torning yoki sterjenning chetlari
mustahkamlanmay, biror qonun bo‘yicha harakatlanayotgan bo‘lsa
Ulx=o = f1(8),  ulx= = f2(D)
shartlarni berish kerak.
Agar torning [ chetiga berilgan y(t) kuch ta’sir gilayotgan bo‘lsa,
du v(t)
a x=l B TO
bo’ladi. Hagigatan ham, bu holda
ou

~ Tosina|y=; = Y(0).

Agar sterjenning ikki yoki bir cheti, masalan x = [ elastik mustahkamlangan bo‘lib, & —
mustahkamlanganlik qattiqligi koiffisienti bo‘lsa, Guk qonuniga asosan

(Es v au)| =0
5 T o =

x=1
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bo‘ladi, ya’ni x = [ chet siljishi mumkin, ammo mustahkamlanganlikning elastik kuchlari
bu chetda taranglik paydo bo‘lishga sabab bo‘ladi, bu esa siljigan chetni oldingi holatiga
keltirishga intiladi.

Yugqorida keltirib chiqarilgan to‘lqin tebranish tenglamalari ravshanki, giperbolik tipga
tegishlidir. Giperbolik tipga tegishli tenglamalar uchun quyidagi aralash masalalarni qo‘yish
mumkin.

Tebranishlar tenglamasi (giperbolik tip), ya’ni (23) tenglama uchun aralash masala
bunday qo‘yiladi: C%(S;) N C1(Sy) sinfga tegishli, Sy silindrda (11) tenglamani, t = 0, x €
G (Sy) silindrning quyi asosida

Ju
Ult=y0 = uo(x), 3t = Uy (x)
t=+0
boshlang’ich shartlarni va x €S, 0 <t <T (S;ningyonsirti) da I, Il yoki Il

chegaraviy shartlardan bittasini ganoatlantiruvchi u(x, t) funksiya topilsin.

TADQIQOT NATIJALARI

Boshga masalalar. Ikkinchi tartibli ikki o‘zgaruvchili kanonik ko‘rinishga keltirilgan
ushbu

0%u 0%u ou ou

@—a—yz+a(xd’)&+b(xd’)a—y+C(x;)’)u=f(x’)’) (12)

umumiy chiziqli tenglama berilgan bo‘lsin. Bu tenglamaning xarakteristikalari tenglamasi
dy? — dx? = 0 dan iborat.

Bundan x —y = const,x +y = const to‘g‘ri chiziqlar oilasi (12) tenglamaning
xarakteristikalari ekanligi kelib chigadi.

Uchlari A, B, C va D nuqtalarda tomonlari (12) tenglamaning xaraktristikalaridan iborat
bo‘lgan to‘rtburchakni G orqgali belgilab olamiz. Odatda bu to‘rtburchak xarakteristik
to‘rtburchak deyiladi.

Gursa masalasi. G to‘rtburchakda regular, G da uzluksiz va

Ulap = @, Ulap =Y

shartlarni ganoatlantiruvchi (12) tenglamaning u(x, y) yechimi topilsin.

Masalaning qo‘yilishiga asosan, ¢ va y funksiyalar berilgan sohasida uzluksiz va
@(A) = Y(A) shart bajarilishi zarur. Demak, Gursa masalasida (12) tenglamaning ikkita
kesishadigan xarakteristikalarida bitta chegaraviy shart beriladi.

Gursa masalasida shartlar xarakteristikalarda berilgani uchun bu masala xarakteristik
masala deb ham ataladi. Endi G orgali y = 0 o°‘qning ixtiyoriy A(xy,0), B(x,,0) kesmasi va
(12) tenglamaning AC:x +y = x,,BC:x —y = x, Xarakteristikalari bilan chegaralangan
uchburchakni belgilaymiz. Bu uchburchak xarakteristik uchburchak deyiladi.

Darbu (Koshi-Gursa) ning birinchi masalasi

G da regulyar, G da uzluksiz va

u(x,0) =1(x), x1 <x<x3ulzc =vx), x, <x < xlzﬂ

shartlarni ganoatlantiruvchi (12) tenglamaning yechimi topilsin, bunda t(x;) va y(x;) —
berilgan funsiyalar.

Darbu (Koshi-Gursa) ning ikkinchi masalasi

G da regulyar, G da uzluksiz, AB kesmagacha birinchi tartibli hosilaga ega bo‘lgan va
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. xX1+x
lim, (x,y) =v(), % <x <X ulyg = W), 3 < x < 2

shartlarni ganoatlantiruvchi (12) tenglamaning yechimi topilsin, bunda

v(x) € C(x1,%x2),U(x) €EC [xl,xl-;xz].

Giperbolik tipga tegishli kanonik ko‘rinishga keltirilgan tenglama uchun
go‘yilgan ayrim chegaraviy masalalarni echimlarini ko‘rib chigamiz. Xususan, Gursa masalasini
o‘rganamiz. Bu masala fizikaviy jihatdan ham qiziqarli bo'lib, u ko'plab tadbiqiy masalalarda,
ayniqgsa gaz tozalash, quritish jarayonlari bilan bog'liq masalalarni o'rganishda uchraydi. Bu
masalada chegaraviy shartlar tenglamaning xarakteristikalarida berilgani uchun ham Gursa
masalasi chegaraviy masala deb yuritiladi. Gursa masalasi chegaraviy masala bo‘lib, chegaraviy
shartlar tenglamaning bir nuqgtadan chiquvchi xarakteristikalarida beriladi. (x,t) o'zgaruvchilar
tekisligida bir jinsli ushbu

Lu(x,t) =uy —a?u,, = 0 (13)

tor tebranish tenglamasini garaylik.

Umumiylikka ziyon gilmasdan (13) tenglamada a = 1 deb olish mumkin. Hagigatdan
ham, (x,t) tekisligida quyidagicha yangi x = x, u = at o‘zgaruvchilar kiritamiz. U holda (1)
tenglamada gatnashgan hosilalarni hisoblaymiz:

U = UyyVE + Uy Ve = APUyy VA Uy —A2 Uy = a%Uyy + —a%Uyy, = 0

Bundan esa (13) tenglamani

Lu(x,t) = Uy, —uyy, = 0, (14)

ko'rinishda yozib olishimiz mumkin. Ma’lumki, (14) tenglama ikkita haqiqiy
xarakteristikalar x — u = const va x + u = const oilasiga ega. (14) tenglamani
xarakteristik to‘rtburchakda garaylik, ya’ni AC;, CiB, BC, va C,A xarakteristikalari bilan
chegaralangan sohani G deb, belgilaylik. Faraz gilaylik, A = (0,0), C1 = (X1, X1), C2=(X2, -X2)
bo‘lsin. Bu yerda x>0, X2>0.

Gursa masalasi. (14) tenglamaning yopig G sohada aniglangan, uzluksiz va quyidagi

uCeWlac, = uG6Mly=x =ulex) =43 (x), 0<x<1x
U, Ylac, = u@Yly=—x =ulx,—x) = Pp(x) x <x=<x,
shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, y) yechimini toping.
Bu yerda ¥;(x) va ¥,(x) berilgan yetarlicha silliq funksiyalar bo‘lib, ular uchun
Y;1(0) = ¥, (0) tenglik o‘rinli. Ma’lumki, (14) tenglamaning umumiy yechimi
u(xy) = fx +y) + gix - )
ko'rinishda bo‘ladi. Bu yerda f,g € C2(R). (14) tenglama uchun Gursa masalasining
yechimini umumiy yechim asosida quraylik. Bunda C?(R) sinfga tegishli bo'lgan f, g
funksiyalarni topish uchun
ux,y) = f(x +y) + glx — y)
formula bilan aniglangan u(x, y) funksiyani yuqoridagi shartlarga qo'yamiz, natijada
(6 Y)ly=z = F26) + (0) = U1 (1), U, Y)ly=—x = £(0) + g(2%) = Y, (),
f@2x) +g(0) =1 (x), £(0) +g(2x) = P (x),
tengliklarni olamiz. Demak, f va g — funksiyalarni topish uchun ushbu tenglamalar
sistemasiga ega bo'ldik. Bu sistemaning birinchisida x ni x/2 ga almashtirib, f(x) funksiyani

flx)=uy (g) — g(0) ko'rinishda topamiz. Xuddi shunday qilib, yuqoridagi shartlardan g(x)
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funksiyani g(x) = U, (g) — f(0) topamiz. Endi f(x) va g(x) funksiyalarni umumiy yechimga
qo‘yamiz. Natijada Gursa masalasining yechimini quyidagi

u(ey) = () +4 ((52) - a0 (15)

ko'rinishda topamiz.

Agar y; (x) va Y, (x) funksiyalar berilgan sohada ikki marta differensiallanuvchi bo‘lsa,
u holda (38) formula bilan aniglangan u(x,y) funksiya garalayotgan sohada (14) tenglama
chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi.

Demak, quyidagi teorema isbotlandi.

1-teorema. Agar , (x) va Y, (x) funksiyalar y; (x) € C[0,x,] N C%(0,x,),

Y, (x) € C[0,x,] N C?(0,x,) bo'lib, ushbu tenglikni Y, (0) = P,(0) ganoatlantirsa, u
holda (14) tenglama uchun Gursa masalasining yagona yechimi mavjud bo‘ladi va bu yechim
(15) formula bilan aniglanadi.

Endi (14) tenglamaning AC:x + u =0, VS:x —u =1 xarakteristikalari va AB =
{(x,u):u=0,0 <x <[} kesma bilan chegaralangan xarakteristik uchburchakni G deb
belgilaylik.

Gursa masalasi. To‘rtburchakli G sohada (14) tenglamaning quyidagi

u(x,Y)ap = uly=yp = 1(x), x4 <x < xp, uX,Y)|pp = Ulx=xp = 92(y), yp <
X = Ye

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,y) yechimini toping. Bu yerda ¢,(x) va
¢, (y) berilgan yetarlicha sillig funksiyalar va bu funksiyalar uchun ¢;(xp) = @, (yp) tenglik
o‘rinli.

Gursa masalasi uchun ushbu teoremani isbotlaylik.

2-teorema. Agar (12) tenglamaning koiffisientlari va o‘ng tomoni

a(x,y), b(x,¥),c(x,y), f (x,¥) € C(G)
hamda berilgan funksiyalar

@1(x) € C*[ x4, xp), 02(y) € C*[yp,¥5]
bo‘lsa u holda (13)

=0

(:—yv(x, i %o, ¥0) — ax, Y0 (X, ; xo,yo))
X=Xg
va (12) Gursa masalasining u(x, y) yechimi C?(G) sinfda mavjud va yagona bo‘ladi.
Bu teorema ham yuqoridagi kabi isbotlanadi.

Riman usuli. Nemis matematigi Riman R. chizigli giperbolik tipdagi tenglamalar uchun
Koshi va Gursa masalalarining yechimini qurish usulini tavsiya gilgan.

Gursa masalasi. To’rtburchakli G sohada

Lu] = uyy + alx, y)u, + b(x, y)uy, + c(x,y)u = f(x,y), (16)

tenglamaning quyidagi

u(,Y)ap = uly=yp = 91(%), x4 < x < xp, w(x,¥)|pp = Ulx=xp = 92(y), ¥p <
X< Y¥B

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi  u(x,y) yechimini toping. Bu yerda
¢, (x) va @, (y) berilgan yetarlicha sillig funksiyalar va bu funksiyalar uchun ¢, (xp) = @, (yp)
tenglik o’rinli.
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Shuni ta’kidlash mumkinki, xuddi Koshi masalasidagi kabi chiziqgli giperbolik tenglama
uchun Gursa masalasi yechimining integral ifodasini Riman funksiyasi orgali topish mumkin.
Buning uchun G sohada fiksirlangan M, = (x,, y,) nugtadan (16) tenglamaning x = x, va y =
Yo xarakteristikalarni o’tkazamiz. AD va BD xarakteristikalar bilan kesishgan nugtasi P va Q
bo’lIsin.

Endi yuqoridagi formulada u(x,y) funksiyani Gursa masalasining yechimi, v(x,y) ni
esa (16) tenglamaning R(x,y; xo,y,) Riman funksiyasi deb, hosil bo’lgan ayniyatni MPDQ
to’rtburchakli sohada integrallaymiz. Natijada quyidagi

u(xg, yo) = u(P)v(P) + u(Q)v(Q) —u(D)v(D) + f D<P1(x)(Rx — bR)|y=y,dx +

X0

Yo Yo
+ IRy —aR)| _ dy= [ | FGy)RGys o yo)dxdy
YD YD

XD
Gursa masalasi yechimining integral ifodasini olamiz.
1-misol. To‘lgin tenglamasi uchun Koshi masalasini yechishni ko’rib chigamiz:
2 2
37121 = az%,—oo <x<+oo,t>0; u(x,0) = f(x),au(a)i'o)
f(x) =3% ¢@(x) = sin2x.

Yechish. Xarakteristikalar tenglamasi quyidagi ko'rinishga ega: dx? — a?dt? = 0.

Oxirgi tenglama ikkita tenglamaga bo'linadi, ularning yechimlari to'g'ri chiziglardan
iborat: x—at=C;, x+at=C,. &=x+at,n=x—at almashtirish Kkiritib, quyidagi
tenglamani olamiz:

= p(x),

ufn = 0.
Oxirgi tenglamaning umumiy integralini takroriy integrallash orgali hisoblash oson:

u(€,m = () + f20m)

oldingi o'zgaruvchilarni quyidagicha olamiz:

ulx,t) = fi(x + at) + f,(x — at) (*)
Yechimni dastlabki shartlarga almashtirib, quyidagilarni hosil gilamiz:

Uli=o = f1(x) + f2(x) = 3%, u¢li=o = af] (x) — af; (x) = sin2x
Ikkinchi tenglikni birlashtirib olamiz:

1r* 1
i) — folx) = —f sin2sds + C = — (sin2x — sin2x,) + C,
aJy, 2a

bu yerda x,, C — const.
Shunday qilib biz, quyidagini olamiz;
fi(x) + fo(x) = 3%,
1
filx) — folx) = o (sin2x — sin2x,) + C.

Endi oxirgi ikkita tenglikni ifodalaylik f; va f, lar quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi:

3% 1 , , c 3% 1 , , c
fi(x) = St (sin2x — sin2x,) + b folx) = ~ (sin2x — sin2x,) — Z
Olingan ifodalarni umumiy yechimga almashtirib (*) topamiz:
x+at x—at

ulx,t) =filx+at) + fo,(x —at) =

+ 1a (sin2(x + at) — sin2x,) + 5 +

2 2
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L. . C 3at 4 37t
—E(SLHZ(X —at) — sin2xy) — = =3 | ——

1 .
> 5 ) + 1a (sin(2x + 2at) — sin(2x — 2at))

at —at

= 3% (%) + % (sin(2at) cos(2x)).

Shunday qilib, Koshi masalasining yechimi quyidagi ko'rinishga ega bo’ladi:

394379 1
u(x,t) =3* (—) + — (sin(2at) cos(2x)).
2 2a
To’lgin tenglamasi uchun aralash masala masalani ko’rib chigamiz.

MUHOKAMA

1-misol. To'lgin tenglamasi uchun aralash masalani yeching (N — variantlar soni):
0*’u _ _d%u

F—aﬁ, O<x<l, 0<t < +o;

du(x, 0)
u(x,0) =x(x -1, e

buerdaN = 3,a = 3,1 = 0,5 bo’lsin.

Yechish. Yechimni X = X(x) va T = T(t) argumentga bog‘liq bo‘lgan ikkita funksiya
ko‘paytmasi ko‘rinishida izlaymiz, ya’ni,

u(x,t) = X ()T (t).

Buni tenglamaga qo’yib, quyidagilarga ega bo’lamiz:

T" _ X"
9IT(E)  X(x)

Tenglamalarning ikkala gismi ham x yoki t ga bog'liq emas, demak:

17" X"
§T(t) = X0 = —A = const.

Bu yerdan ikkinchi tartibli ikkita oddiy bir jinsli chizigli tenglamani olamiz:

T"(t) +9AT(t) =0vaX"(x) +91X(x) = 0.

Nolga teng bo’Imagan yechimlarni olish uchun chegara shartlari, ahamiyatsiz bo’Imagan
yechimlarni topish kerak. Chegara shartlar: X(0) = 0, X(0,5) = 0. Bu masalani yechib, 4 >
0 ekanligini aniglaymiz. Uning umumiy yechimini quyidagicha yozish mumkin:

y(t) = Acos(VAt) + Bsin(VAt),  x € [0,05].
Chegara shartlaridan A va B koeffitsientlari topiladi:
y(0) = A =0vay(1) = Acos(V2) + Bsin(v/1) = Bsin(1) = 0.
Shunday gilib sin(v2) = 0, bunda VA = k, Kk € N bo‘ladi.
Shuning uchun Shturm-Liouville masalasidagi xos gqiymatlari quyidagicha
bo’ladi: A = m%k?, k € N va xos funktsiyalar quyidagicha ko'rinishga ega:
Xy (x) = sin(mkx).
Endi hamma k € N uchun tenglama yechimining umumiy ko’rinishini yozamiz:
T, (t) + 92KkT(t) = 0.
Bu tenglamaning umumiy yechimi:
Ty (t) = Ay sin(3mkt) + By cos(3mkt).
O’z navbatida

0, u(0,t) =0, u(l,t) =0,

XO)T" () =9X"(x)T(t) =
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U D =D Uit = ) XD Te(®.

Chegara shartlaridan topamiz:

D XeCOT(0) = ) Xe()(Bi) = x(x = 0.5)

va

D X@T(0) =37 ) kX ()(Ay) = 0.

Noma'lum A, va B, koeffitsientlarini topish uchun biz x(x — 0.5) funktsiyani X (x)
bo’yicha Fur’e gatoriga yoyamiz: x(x — 0.5) = Y;°-; a; X (x), bu erda
1
—Dk(m*k* —4) + 4
a, =2 j x(x — 0.5) sin(mwkx) dx = —( ) (nn3k3 ) :
0
Bu tenglamadan b, = 0 va A;, = 0 ekanligi kelib chigadi.
_ (-D*(n?k?2-4)+4

m3k3
[ee]

had _ANK(A 21,2
Ux,t) = ZXk(x)Tk(t) - Zsin(nkt)( D@4 -mkD) ~4 sk,
n=1

Bundan, B, = a; = . Demak, yechim quyidagi ko’rinishda bo’ladi:

m3k3
n=1
2-misol. Quyidagi Gursa masalasini yeching:
0fu + 120,0,u + 3505u + 0,u + 50,u = 0,

y>0,x>0, u(x, 5x) = xcosx, u(x,7x) = xsinx.

Yechish. D = b? — a * ¢ = 16x* > 0, tenglama giperbolik tipga tegishli. Xarakteristik
tenglamani tuzamiz: (dy)? — 4x2dxdy = 0, A= 16x*.

Chunki A = 0 tenglamada u dy ga nisbatan yechiladi va ikkita tenglamaga parchalanadi:

dy — (—2x? + 4x?)dx = 0, dy — (—2x? — 4x?)dx = 0.
Tenglamani yechamiz:

2x3 2x3
dy = 2x%dx = jdy=f2x2dx,y=T+Cl = C =y-—==
dy=—6x2dx:>fdy=—f6xzdx:>y=—2x3+C2 = C, =y + 2x3.

Yechim xarakteristikalar oilasidir: ¢, (x,y) = 3y — 2x3 = C1, 9, (x,y) = y + 2x3 = C,.
Shunday qilib, bu holda o'zgaruvchilarning o’zgarishi quyidagicha ko'rinadi:
§=3y—-2x3n=y+2x*= 0, = —6x%0,¢ =3,0,n = 6x%,0,n = 1.
Endi yangi koeffitsientlarni hisoblaymiz:
Q1 =0y =0 28, =—12x* b, =0=2b,=0=>c=0>f =0.
Yangi tenglamani yozamiz:

“12xugy =0 S ugy =0 > u =g+ [ FEdn = gl + h©)
d,u ni ifodalaymiz: 0,u = —6x%f; + 6x2%gy.
Qo'shimcha shartlardan foydalanib, g = f%dx = %x,f =y?— %x ekanligini topamiz.
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XULOSA

Yugqorida keltirilganlardan ko‘rinib turibdiki, xususiy hosilali differensial tenglamalar,
shu jumladan giperbolik tipga tegishli tenglamalarning amaliy ahamiyati juda keng. Masalan,
lokal bo‘lmagan muammolar neft qatlamlarini matematik modellashtirishda, yer osti suvlarini
filtrlashda, murakkab tuzilishga ega bo‘lgan ob’yektda issiqlik va massa almashinuvini o‘rganish
giperbolik tipdagi tenglamalarga olib kelinadi. Shu munosabat bilan o‘zbek va xorijlik olimlar
tomonidan mazkur yo‘nalish bo‘yicha chuqur izlanishlar olib borilmoqda. Giperbolik tipdagi
tenglamalar uchun nolokal masalalar [1-14] ilmiy maqolalarda o‘rganilgan. Trikomi va boshqa
aralash chegaraviy masalalar [15-38] ilmiy izlanishlarda o‘rganilgan bo‘lib, masalalar
yechimining yagonaligi va mavjudligi isbotlangan. [39-52] maqolalarda matematik fizika
tenglamalari va boshqa fanlardagi mavzularni ilg‘or pedagogik pedagogik texnologiyalar
yordamida o‘tish yo‘llari hamda matematik fizika fanining biologik jarayonlarni
modellashtirishda qo‘llanishi ko‘rsatilgan.

Ushbu yo‘nalishdagi mavzular bo‘yicha ilmiy izlanishlar olib borish talabadan
fundamental fanlardan chuqur bilimga ega bo‘lishni talab qiladi. Jumladan, masalalarni
o‘rganishda keng qo‘llaniladigan turli differensial va integral operatorlar tahlil gilishni, ketma-
ket yaginlashish usuli, Shauder prinsipi, ekstremum prinsiplari va energiya integrali nazariyasi,
gipergeometrik va boshga maxsus funksiyalarni bilishlari lozim.
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