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Annotatsiya. Magolada integral tushunchasi va uning kelib chigish tarixi hagida batafsil
ma'lumotlar keltirilgan. Maktab dasturida o ‘tiladigan Riman integralidan tashqari boshqa bir
gator integrallar (Riman-Stiltes, Daniell, Alfred Haar, Henstock-Kurzveil, 1to va Stratonovich,
Chokvet) bayon qilingan. Integrallarning bir-biridan fargi anig misollar yordamida
tushuntirilgan. Aniq integral tushunchasi va uni amaliy masalalarda qo ‘llanilishi keng yoritilib,
ayrim teoremalarga doir garshi misollar tagdim gilingan.

Kalit so‘zlar: cheksiz kichik, maydon, gattiq jismning hajmi, integral, anigmas integral,
yuza, sirt integrali, anigmas integral belgisi.

IHNOHATHUE UHTEI'PAJIA, UCTOPUSA ITPOUCXOKIEHUA N
HEKOTOPBIE KOHTPIIPUMEPBI

Annomauusn. B cmamve npedcmasiena noopobrnas ungopmayus 0 NOHAMuUU UHMe2pald
u ucmopuu e2o0 603HUKHOBEHUAL. Tlomumo unmeepaia PwvzaHa, KOWlOpblﬁ pacemampusaemcs 6
WKONLHOU npocpamme, OnuUcaw pso opyeux unmezpanoé (Pumana-Cmunmeca, [lanusns,
Anvgpeoa Xaapa, Xencmoxa-Kypyseetina, Umo u Cmpamonosuua, Yoxeema). Paznuuue medxncoy
UHmezcpailamu NOACHAENCA C NOMOUbIO KOHKPEMHbIX NPUMEPOE. MMPOKO oceewjaemcs noHsamue
onpe()eﬂennoeo unmeecpaia U e20 HNnpuMeHerHue 6 npaKkmudecKux 3a0aqax, npueod;szﬂ
KOHmpnpumepwvl 0Jisi HEKOMOPbIX MeopeM.

Knroueeguwie ciuoea: beckoHeuno manas, n/lOI/L;Cl()b, obvem meJia, unmezpai,
HeonpedeﬂeHHblzZ uHmecpai, Nno6epPxXHOoCmb, I’lOG@pXHOCmeld uHmecpai, CUMEB0]
Heonpe()eﬂeHHoeo unmecpaia.

ON THE CONCEPT OF INTEGRAL, HISTORY OF ORIGIN AND SOME

COUNTER-EXAMPLES

Abstract. In the article is given information about the integral concept and the history of
its origin. In addition to the Riemann integral, which is covered in the school program, a number
of other integrals (Riemann-Stiltes, Daniell, Alfred Haar, Henstock-Kurzweil, Ito and
Stratonovich, Chokvet) are described. The difference between integrals is explained with the
help of specific examples. The concept of definite integral and its use in practical problems were
explained in detail, counter-examples of some theorems were presented.

Keywords: infinitesimal, area, volume of a solid, integral, indefinite integral, surface,
surface integral, sign of indefinite integral, counter derivative.

KIRISH

Matematikada integral cheksiz kichik ma'lumotlarni birlashtirish natijasida yuzaga
keladigan siljish, maydon, hajm va boshga tushunchalarni tavsiflaydigan tarzda funksiyalarning
giymatlarini aniglab beradi. Integrallarni topish jarayoni integrallash deb ataladi. Differensiallash
bilan bir qgatorda, integrallash ham matematikaning asosiy, muhim tushunchalaridan bo’lib,
matematika va fizikada ixtiyoriy shaklning maydoni, egri chiziq uzunligi va qattiq jismning
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hajmini 0’z ichiga olgan muammolarni hal qilish uchun vosita bo'lib xizmat giladi. Integrallar
ikki asosiy tipga ajratilib, ular aniq integrallar va anigmas integrallar deb yuritiladi. Aniq
integrallar biror funksiya grafigi bilan chegaralangan egri chizigning tekislikda ikki nugtasi
maydon sifatida talgin gilinadi. Bunda, tekislikning gorizontal o’qining yuqori gismi yuzasi
musbat, pastki gismidagi yuzalar esa manfiy hisoblanadi. Anigmas integrallar, esa berilgan
funksiyaga qgarshi hosila tushunchasini ham anglatadi. Integrallarni hisoblashning asosiy usullar,
albatta aniq integrallarni differensiallash bilan bog’liq bo’lib, funksiyaning hosilasi ma’lum
bo’lganda, uning aniq integralini hisoblash bir qadar osonlashadi va shu asnoda qoidalar yuzaga
keladi.

Maydonlar va hajmlarni hisoblash usullari gadimgi yunon matematikasidan kelib chiggan
bo’lsa-da, integrallash usullari va tamoyillari 17-asr oxirida Isaak Nyuton va Gotfrid Vilgelm
Leybnits tomonidan alohida mustaqil ravishda ishlab chiqilgan bo’lib, ular egri chizigning
ostidagi maydonni cheksiz kichik kenglikdagi to’rtburchaklarning cheksiz yig’indisi deb
hisoblaganlar. Keyinchalik Bernard Riman integrallarning qat’iy ta’rifini beradi. Riman hosil
bo’lgan yuzani yupqa vertikal ustunlarlarga bo’lish orqali egri chizigli yuzaning maydoniga
yaginlashuvchi limit giymatiga asoslanadi.

TADQIQOT MATERIALLARI VA METODOLOGIYASI

Integrallar funksiya turiga, shuningdek, integrallash amalga oshiriladigan sohaga garab,
yanada umumlashtirilishi mumkin. Misol uchun, ikki yoki undan ortiq o’zgaruvchilarning
funksiyalari uchun chizigli integrali aniqlanadi va integrallash oralig’i oraligning ikkita oxirgi
nuqtasini bog’laydigan egri chizigning formula ko’rinishi bilan almashtiriladi. Sirt integrallarida
esa egri chiziq uch o’lchamli fazoda sirtning bir qismi bilan almashtirilib hisoblab topiladi.

Integrallarni hisoblashga qodir bo’lgan birinchi hujjatlashtirilgan texnika bu gadimgi
yunon astronomi Yevdoksning (taxminan miloddan avvalgi 370-yil) charchash usuli bo'lib, u
maydonlar va hajmlarni cheksiz ko'p bo’linishlarga bo’lish orgali topishga harakat gilgani
ma’lum. Bu usul miloddan avvalgi 3-asrda Arximed tomonidan yanada kengroq o’rganib ishlab
chiqilgan va qo’llanilgan bo‘lib, aylananing maydonini, sharning sirtini va hajmini, ellipsning
maydonini, parabolaning ostki gismidagi maydonni, segmentning hajmini hisoblashda
foydalanilgan. Ya’ni bu davrda integrallar inqilobi yuzaga kelgan desak, adashmaymiz.

Bundan tashqari, shunga o’xshash usul Xitoyda eramizning 3-asrida Lyu Xuy tomonidan
ishlab chiqilgan bo’lib, u aylana maydonini topishda foydalangan. Bu usul keyinchalik 5-asrda
xitoylik ota-bola matematiklar Zu Chongji va Zu Geng tomonidan sharning hajmini topishda
go‘llanilgan.

Yaqin Sharqda esa Lotin mamlakatlarida Alhazen nomi bilan tanilgan inson (taxminan
965 - milodiy 1040 y.) Hasan Ibn al-Haysam to'rtinchi darajalar yig'indisi formulasini ishlab
chigdi. U bu natijalardan endi funksiya integrali deb ataladigan tushunchani hisoblash (yaratish)
uchun foydalandi, uning bu usulida integral kvadratlar va to’rtinchi darajalar yig’indisi
formulalari yordamida paraboloid hajmini hisoblash imkonini qo’lga kiritdi.

Integral hisobdagi keyingi muhim yutuglar 17-asrlargacha paydo bo’la boshladi. Bu
vaqtda Kavalyerining «Bo‘linmaslar metodi bilan» asari va Fermatning bir gancha asarlari
zamonaviy hisob-kitoblarga asos sola boshladi, Kavalyeri o’zining kvadratura formulasida n =
9 darajagacha bo’lgan x™ integrallarini hisoblab chiqdi. Keyingi gadamlar XVII asrning
boshlarida Barrou va Torrichelli tomonidan amalga oshirildi, ular integrallash va differensiallash
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amallari o’rtasidagi bog’liglik haqida dastlabki fikrlarni ilgari surdilar. Barrou integral hisobning
asosiy teoremasining birinchi isbotini keltiradi. Uollis Kavalyeri usulini umumlashtirib, x ning
integrallarini umumiy darajaga, jumladan, manfiy darajalar va kasr darajalarini hisoblab chigadi.

Integrallarni hisoblashdagi eng katta muvaffagiyat XVII asrda Leybnits va Nyuton
tomonidan integral hisobning asosiy teoremasini mustaqil ravishda bir-birlaridan bexabar holda
kashf etishlari bilan yuz berdi. Ular integrallash va differensiallanish o’rtasidagi bog’liglikni
ko’rsatadi. Ushbu bog’liglik, differensiallashning qiyosiy qulayligi bilan birgalikda integrallarni
hisoblash uchun ishlatilishi ham mumkin edi. Xususan, hisob-kitoblarning asosiy teoremasi
ancha kengroq sinfdagi muammolarni hal gilishga imkon beradi. Leybnits va Nyuton tomonidan
ishlab chigilgan keng gamrovli matematik tizimning ahamiyati bir xil edi. U uzluksiz sohalar
ichidagi funksiyalarni aniq tahlil gilish imkonini berdi. Oxir ogibat, bu usul zamonaviy hisob-
kitob asosiga aylandi va bu hisob-kitoblar to’g’ridan-to’g’ri Leybnitsning asarlaridan olingan.

Nyuton va Leybnits integrallash amaliga tizimli yondashishni ta’minlagan bo’lsalarda,
ularning ishlarida ma’lum bir darajada qat’iylik yo’q edi va o’z davrining ba’zi matematiklari bu
hisob-kitoblarni umumiy emas deb bilishadi. Hisoblash chegaralarni ishlab chigish bilan
mustahkamroq natijaga erishish mumkin edi. Integrallash amali birinchi marta Riman tomonidan
aniq chegaralar yordamida qat’iy qonunlar yaratilda va rasman tan olindi. Garchi barcha
chegaralangan bo’lakli uzluksiz funksiyalar chegaralangan oraligda Riman integrallanishi
mumkin bo’lsada, keyinchalik Rimanning ta’rifi qo‘llanilmaydigan umumiyroq funksiyalar,
ayniqsa Furyening analiz tushunchalarida ko‘rib chiqildi va Lebeg integralning o‘lchov asosidagi
boshqa ta’rifini ishlab chiqdi. Lebeg tomonidan kiritilgan nazariya haqiqiy tahlilning kichik
sohasi edi, xolos. Keyinchalik, Riman Lebeg yondashuvlarini kengaytiruvchi integralning
boshqa ta’riflari taklif qildi. Haqiqiy sanoq tizimiga asoslangan bu yondashuvlar bugungi kunda
eng keng tarqalgan bo’lib, hozirda bir gancha muqobil yondashuvlar ham mavjud.

Integral belgisi tarixi hagida. Anigmas integralning bugungi ko’rinishdagi belgisi 1675
yilda Gotfrid Vilgelm Leybnits tomonidan kiritilgan bo’lib, u

J

integral belgisini yig’indi (summa) ni bildiruvchi [ (uzun s) harfiga (summa deb yozilgan;
lotincha «sumy yoki «jami») moslashtirilib kiritilgan. Integral belgisi ustida va ostida chegaralari
bo’lgan aniq integralning zamonaviy yozuvi birinchi marta Jozef Furye tomonidan 1819-20-
yillarda Fransiya akademiyasining a’zolari orasida qo‘llanilgan va o’zining 1822 yil kitobida
gayta nashr etilgan.

Isaak Nyuton integrallash amalini ko’rsatish uchun o’zgaruvchining ustidagi kichik
vertikal chiziqgdan foydalangan yoki o’zgaruvchini katak ichiga joylashtirgan. Vertikal chiziq
bilan osongina chalkashib ketishdi, x va x’ bu differensialni ko’rsatish uchun ishlatiladi va bu
yozuv bosib chiqaruvchilar uchun qiyin edi, shuning uchun bu belgilar keng qo’llanilmadi.

TADQIQOT NATIJALARI

Integral atamasining birinchi marta qo’llanilishi. Bu atama birinchi marta lotin tilida
1690 yilda Jakob Bernulli tomonidan nashr etilgan asarda qo’llaniladi.

Atamalar va belgilar: umuman olganda, [a, b] oraligdagi x haqiqiy o‘zgaruvchiga
nisbatan f (x) haqgiqy giymatli funksiyaning integrali quyidagicha yoziladi.
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b
ff(x)dx

Integral belgisi [ integrallash amalini ifodalaydi. x o'zgaruvchining differensiali deb
ataladigan dx belgisi integral o’zgaruvchisi x ekanligini ko’rsatadi. f(x) funksiya
integrallanuvchi funksiya, a va b nugtalar integrallash chegarasi (yoki shunchaki integral
chegarasi). Funksiyaning o’z aniqlanish sohasidagi integrali chekli bo’lsa, integrallanadigan
funksiya deyiladi. Agar chegaralar mavjud bo’lsa yoki aniqlansa, integral aniq integral deyiladi.

[ f(x)dx integral anigmas integral deb ataladi, u hosilasi integral bo’lgan funksiyalar
sinfini (qarshi hosilani) ifodalaydi, desak bo’ladi. Hisoblashning asosiy teoremasi aniq
integrallarni anigmas integrallarga bog’lashni baholaydi. Uzluksiz sohalarda va yoki bir nechta
o’lchamlarda integralni qamrab olish uchun integral belgilarining bir nechta kengaytmalari
mavjud.

Integrallar ko’pgina amaliy vaziyatlarda yuzaga keladi. Masalan, tubi tekis bo’lgan
to’rtburchaklar shaklidagi suzish havzasining uzunligi, eni va chuqurligidan undagi suv hajmini,
sirtining maydonini va atrofining uzunligini aniglash mumkin. Ammo agar u yumaloq tubi bilan
oval bo’lsa, bu miqdorlar uchun aniq va qat’iy qiymatlarni topish uchun integrallar talab qilinadi.
Har bir holatda, qidirilayotgan miqdorni cheksiz ko’p cheksiz kichik bo’lakchalarga bo’lish
mumkin, so’ngra aniq yaqinlashishga erishish uchun bo’laklarni yig’ish orqali natijaga erishish
mumkin.

Integral belgisini rasmiy belgilashning ko’pgina usullari mavjud, ularning hammasi ham
bir xil yoki ekvivalent emas. Farqlar, asosan, boshqa ta’riflar ostida birlashtirilishi mumkin
bo’lmagan, balki ba’zan pedagogik sabablarga ko’ra turli xil maxsus holatlar bilan shug’ullanish
uchungina mavjud. Eng ko’p qo’llaniladigan ta’riflar Riman va Lebeg integrallaridir.

Riman integrali. Riman-Darbu va Lebeg integrali. Integral ostidagi chegaraga o’tish
ko’pincha nazariy jihatdan ham, amaliy jihatdan ham qiziqish uyg’otadi. Masalan, ko’ pincha
tegishli ma’noda muammoning yechimiga yaqin bo’lgan funksiyalar ketma-ketligi tuzilishi
mumkin. U holda yechim funksiyasining integrali yaqinlashishlar integrallarining limiti bo’lishi
kerak. Biroq, chegara sifatida olinishi mumkin bo’lgan ko’plab funksiyalar - limit teoremalari
Riman integrali bilan bajarilmaydi. Shu sababli, integralning kengroq sinfini integrallash
imkonini beruvchi ta’rifga ega bo’lish katta ahamiyatga ega.

Bunday integral Lebeg integralidir, u integrallanuvchi funksiyalar sinfini kengaytirish
uchun quyidagi faktdan foydalanadi: agar funksiya giymatlari soha bo’yicha qayta tartiblangan
bo’lsa, funksiyaning integrali bir xil bo’lib qolishi kerak. Shunday qilib, Anri Lebeg 0’z nomi
bilan atalgan integralni kiritdi va bu integralni Pol Montelga yozgan maktubida shunday
tushuntiradi: Men cho‘ntagimga yig‘ib olgan ma’lum summani to‘lashim kerak. Men
cho‘ntagimdan pul va tangalarni olib, jami summaga yetgunimcha topilgan tartibda kreditorga
beraman. Bu Riman integrali. Lekin men boshgacha davom etishim mumkin. Men
cho’ntagimdagi barcha pullarni olib tashlaganimdan so’ng, men bir xil qiymatdagi pul va
tangalarga buyurtma beraman, keyin esa bir gancha pul va tangalarimni birin-ketin kreditorga
to’layman. Bu mening integralim. Shunday qilib, Lebeg integralining ta’rifi m o’lchov bilan
boshlanadi. Eng oddiy holatda, A = [a, b] oraligning m(A) Lebeg o’lchovi, uning kengligi b —
a bo’ladi, shuning uchun ikkalasi ham mavjud bo’lganda Lebeg integrali (to’g’ri) Riman
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integraliga mos keladi. Murakkab holatlarda qaralayotgan to’plamlar uzluksiz va intervallarga
o’xshash bo’lmagan holda bo’laklarga bo’linishi mumkin.

Boshga integrallar. Riman va Lebeg integrallari integralning eng ko’p qo’llaniladigan
ta’riflari bo’lsada, bir gator boshqa ta’riflar ham mavjud. Jumladan, bunga Darbu integrali misol
bo’ladi.

Darbu integrali. Darbu yig’indisi ( Riman yig’indisining bir qismi) bilan aniglangan,
lekin Riman integraliga ekvivalent bo’ladi, ya’ni funksiya Riman integrallanishi mumkin bo’lgan
tagdirdagina Darbu integrallanishi mumkin. Darbu integrallari Riman integrallariga garaganda
osonroq aniglanish afzalliklarga ega.

Riman-Stiltes integrali. Riman integralining kengaytmasi, o’zgaruvchini funksiyaga
nisbatan integrallash.

logan Radon tomonidan ishlab chigilgan Lebeg-Stiltes integrali Riman-Stiltes va Lebeg
integrallarini umumlashtiradi.

Daniell integrali. O’lchovlarga bog’liq bo’lmagan Lebeg integrali va Lebeg-Stiltes
integralini 0’z ichiga oladi.

Alfred Haar integrali. 1933 yilda Alfred Haar tomonidan kiritilgan mahalliy ixcham
topologik guruhlarga integrallash amalini bajarish uchun ishlatiladi.

Henstock-Kurzveil integrali. Arnaud Denjoy, Oskar Perron va (0’lchov integrali sifatida
eng aniqrog’i) Yaroslav Kurzveyl tomonidan turlicha ta’riflangan va Ralf Xenstok tomonidan
ishlab chiqgilgan.

Ito integrali va Stratonovich integrali. Ular Braun harakati kabi yarim martingallarga
nisbatan integrallash amalini kiritadilar.

Chokvet integrali. 1953 yilda fransuz matematigi Gustav Chokvet tomonidan yaratilgan
subadditiv yoki superadditiv integral.

MUHOKAMA

Boshlang’ich funksiya va aniqgmas integral tushunchalari. Biz F(x) funksiyaning
F'(x) hosilasini topish zarur bo’lsa, funksiyalarni differensiallash qoidalaridan foydalanganmiz.
Agar hosila x argumentning funksiyasi bo’lib, uni f(x) orgali belgilasak, F'(x) = f(x) bo’ladi
va F(x) funksiya differensialini dF(x) = F'(x)dx yoki F(x) = f(x)dx ko’rinishda yozish
mumkin bo’ladi. Aksincha funksiyaning biror X oraliqda berilgan f(x) hosilasi bo’yicha shu
oraligda aniglangan F(x) funksiyaning o’zini topish talab gilinsa, f(x) funksiyani integrallash
amalidan, ya’ni integrallash nomi bilan ataluvchi maxsus qoidalar va formulalardan
foydalaniladi. Izlanayotgan F(x) funksiya f(x) uchun boshlang’ich funksiya vazifasini o’taydi.

Yugqorida aytib o’tilganidek, matematikada integral atamasini shvetsariyalik matematik
logann Bernulli (1667-1748) kiritgan va integral hisobdan birinchi sistematik kurs tayyorlagan.
Uning shogirdi Peterburg fanlar akademiyasining haqiqiy a’zosi Leonard Eyler (1707-1783)
integrallashni [ f(x)dx belgisi orgali belgilagan. Hozirgi zamon belgilashlarini esa fransuz
matematigi [.Fur’e (1768-1860) kiritgan.

Boshlang’ich funksiya tushunchasi. Faraz qilaylik, f(x) va F(x) funksiyalari

(a,b) c R intervalda (bu interval chekli yoki cheksiz bo’lishi mumkin) berilgan bo’lib, F(x)
funksiya shu (a,b) c R da differensiallanuvchi bo’lsin.
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Ta’rif 1. Agar (a,b) oraligda F'(x)= f(x) (xe(a,b)) bo’lsa, (a,b) da F(x)
funksiya f (X) ning boshlang’ich funksiyasi deyiladi.

Aytaylik, f(x) va F(x) funksiyalari [a,b] segmentda berilgan bo’lib, F(x) funksiya
shu [a,b] segmentda differensiallanuvchi bo’1sin.

Ta’rif 2. Agar (8,0) oraligda F'(x) = f(x) (xe(a,b)) bo’lib, @ va b nugtalarda esa
F'(a+0)= f(a), F'(b—0)= f(b) tengliklar o’rinli bo’lsa, [a,b] segmentda F(x) funksiya
f (X) ning boshlang’ich funksiyasi deyiladi.

Teorema 1. Agar f(x)eC(a,b) bo’lsa, u holda f(x) funksiya (a,b) da boshlang’ich
funksiyaga ega bo’ladi.

Teorema 2. Funksiya [a, b] segmentda uzluksiz bo’lsa, u holda bu funksiyaning ixtiyoriy
boshlang’ich funksiyasi F(x) uchun

b
[ reax = r = F) - F@

formula o’rinlidir.

Odatda bu formula Nyuton- Leybnits formulasi deyiladi.

Differensiallash va integrallash tushunchalari matematika va uning tatbiglarida muhim rol
o’ynaydi. Matematik analizning differensiallash tushunchasidan bir gancha masalalarni,
jumladan harakat qununiga ko’ra nuqta harakatining oniy tezligini topishda, egri chiziq ma’lum
bo’lgan holda unga urinma o’tkazish masalalarini hal etishda foydalaniladi.

Ko’p hollarda harakatdagi nuqtaning momentdagi tezligi ma’lum bo’lganda harakat
qonunini topish, egri chiziq urinmasiga ko’ra o’zini aniqlash masalalari yuzaga keladi. Bu holda
funksiyaning hosilasiga ko’ra o’zini topish lozim bo’ladi. Bu yuoqrida eslatib o’tilgan
masalalarga teskari bo’lib, ular funksiyalarni integrallash amali yordamida yechiladi.

Demak, funksiyalarni differensiallash va integrallash amallari o’zaro teskari amallar
bo’ladi.

Aniq integral tushunchasi. Segmentni bo’laklash. Biror [@,b] © R segment berilgan

bo’lsin. Bu segmentning quyidagi & = X, < X; < X, <...X,_; < X,, =D munosabatda bo’lgan

Xo» Xg» Xoree Xy 1y Xy 1)
nuqtalar ~ to’plamini  olaylik. = Ravshanki, (1)  to’plam [a,b] segmentni
B, =[xy, %1, B, =[X, X, 1, ..., B, =[X,4,X,] bo’laklarga ajratadi.

1-Ta’rif. Ushbu a=X, <X; <X, <..X,; <X, =D munosabatda bo’lgan
Xgy X1y Xp,e0 X1, X, nuqtalar to’plami [a,b] segmentni bo’laklash deyiladi va
P ={Xq, X;, X5,...X,4, X} Kabi belgilanadi.

Bunda har bir x, (k=0,1,2,..,n) nuqgta [a,b] segmentning bo’luvchi nugqtasi,
[ %] (k=0,1,2,..,n—1) segment esa P bo’laklashning oralig’i deyiladi. Quyidagi
A, = Max{AX, }, AX, =X, — X, migdor P bo’laklashning diametri deyiladi.
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Darbu hamda integral yig’indilar. f(X) funksiya [a,b] da aniglangan va chegaralangan
bo’lsin. Unda 3meR, 3IM eR, Vxe[ab] : m<f(x)<M bo’ladi.

Aytaylik, P = {Xy, Xy, X5 .., X1, X, } [@,0] segmentning biror bo’laklashi bo’Isin. U
holda  bu  bo’laklashning  har  bir [X Xy] (k=0,1,2,...,n-1) oralig’ida
m, =inf{f(x)}, xelX X1l ,
M, =sup{f(X)}, Xxe[X X]

Xiegfb]{f (x)}<m, <M, <sup{f(x)} )

xe[a,b]

(k=0,1,2, ..., n=1) mavjud bo’lib,

bo’ladi.

n-1
2-Ta’rif. Quyidagi o= f(&,)-Ax, vig'indi f(x) funksiyaning [a,b] segmentning
k=0

P bo’laklashiga nisbatan integral yig’indisi deyiladi.

3-Ta’rif. Agar A, — 0 da f(X) funksiyaning integral yig’indisi o(f;P;&,) chekli
J limitga ega bo’lsa, f(X) funksiya [a,b] segmentda integrallanuvchi (Riman ma’nosida
integrallanuvchi) deyiladi, J soniga esa f(x) funksiyaning [@,b] segment bo’yicha aniq

b b e
integrali deyiladi. Uni j f (x)dx kabi belgilanadi. Demak, jf(x)dx:"mi f(E)-AX,.
a " -0 =0

Uzluksiz funksiyalarning integrallanuvchiligi. Aytaylik, f (x) funksiya [a,b] oraliqda

aniqlangan bo’lsin.

Teorema 3. Agar f(x) funksiya [a,b] da uzluksiz bo’lsa, u shu [a,b] da
integrallanuvchi, ya’ni C[a,b] < R([a,b]) bo’ladi.

Qarshi misol. Funksiya berilgan yopiqg oraligda aniglangan va chegaralangan, ammo bu
oraligda Riman integrali mavjud emas. Yopiq [0; 1] oraligda ratsional sonlar to’plamining
chegaralangan xarakteristik funksiyasi— Dirixle funksiyasi bu segmentda Riman ma’nosida
integrallanmaydi.

Integral hisobning asosiy teoremasiga ko’ra, agar f(x) funksiya [a,b] da
integrallanuvchi bo’lsa, u holda bu funksiya berilgan oraligda F(x) boshlang’ich funksiyaga ega
deyiladi, ya’ni bunda x € [a,b] da F'(x) = f(x) tenglik o’rinli va f(x) funksiya uchun bu
oraliqda f; f(x)dx = F(b) — F(a) tenglik o’rinli bo’ladi. Xuddi shu teoremani quyidagicha
aytsa ham bo’ladi, ya’ni agar f(x) funksiya [a, b] oraligda uzluksiz bo’lsa, u holda bu funksiya
berilgan oraligda ham integrallanuvchi ham boshlang’ich funksiyaga ega deyiladi.

Misol. [—1,1] oraliqgda berilgan y = sgnx funksiyasi. Funksiya berilgan oraligda
integrallanadi, ammo bu oraliqda boshlang’ich funksiyaga ega emas.

Aksincha, ya’ni funksiya berilgan oraligda boshlang’ich funksiyaga ega, ammo bu
oraligda Riman ma’nosida integrallanmaydigan funksiyalar. Misol, f(x) = xzsini funksiya

shu kabi misollar gatoriga Kiradi.
Teorema 4. Agar f (X) funksiya [@,b] segmentda chegaralangan va monoton bo’lsa,

u shu segmentda integrallanuvchi bo’ladi.
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Teorema 5. Agar f(x) funksiya [a,b] segmentda chegaralangan va shu segmentning

chekli sondagi nuqtalarida uzilishga ega bo’lib, qolgan barcha nuqtalarda uzluksiz bo’lsa,
funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo’ladi.

XULOSA

Aniqg integral matematika, fizika, kimyo va biologiya fanlarida keng tadbiglarga ega.
Bunga misol qilib [1-15] ilmiy izlanishlarni keltirishimiz mumkin. Mazkur maqolalarda
quruvchi-muhandislar uchun qurilish ishlarida kuchlarni hisoblash, elektr tizimlarida graflar
nazariyasida amalga oshiriladigan amallarni bajarishda hamda chizigli va chizigsiz xususiy
hosilali differensial tenglamalarni yechishda integrallarning qo‘llanilishi keng yoritilgan.

Amaliyot shuni ko‘rsatadiki, o‘quvchilar yoki talabalarga yangi mavzularni o‘tishda
tarixiy misollar haqida so‘zlab berish [16-20], isbotlanayotgan teoremalarga nisbatan garshi
misollar keltirish [21-28] hamda integrallar keng qo‘llanilgan ilmiy ishlarni [29-38] o‘rganishni
tavsiya qilish samaraliroq natijalar beradi.
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