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Аннотация. В работе рассмотрена  задача оптимального управления 

минимаксного типа для модели динамической системы в условиях 

неопределенности. В данной негладкой задаче  оптимизации получены 

необходимые и достаточные условия оптимальности.  
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THE NONSMOTH OPTIMAL CONTROL PROBLEM FOR  MODEL 

DYNAMIC SYSTEM UNDER CONDITIONS OF  INCOMPLETE 

INFORMATION  

Abstract.  In this paper we considered  optimal control problem minimax 

type  for   model of dynamic system under conditions of indeterminacy. In this 

problem the necessary and sufficient conditions of optimality are obtained.  
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1. Введение. Многие прикладные задачи, встречающихся в 

экономическом планировании и организации производства, при 

проектировании технических устройств и управления технологическими 

процессами, приводят негладким задачам оптимизации  [1-3]. Для различных  

классов  негладких функций изучены необходимые и достаточные условия 

оптимальности, разработаны методы поиска направлений спуска и 
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алгоритмы оптимизации [2–4]. Развивается негладкий анализ, все более 

расширяется  область его приложений к задачам оптимизации.  

Задачи управления и наблюдения в условиях неопределенности 

(информационных ограничений) составляют большой класс задач 

математической теории оптимального управления. В исследованиях таких 

задач  большое значение приобретают методы многозначного анализа и 

теории дифференциальных включений [5–9]. Дифференциальные включения 

имеют важные приложения  в теории оптимального управления и в других 

областях математических и прикладных исследований. Одним из 

развивающихся направлением в теории дифференциальных включений и их 

приложениям, является дифференциальные включения с управляющими и 

другими параметрами [6–12].  Исследование таких моделей представляют 

большой интерес для задач управления в условиях ограниченности 

информации.  

В данной работе рассматривается динамическая система управления с 

параметром внешних воздействий и неточным начальным состоянием, 

причем  информация о них ограничивается  лишь заданием множества 

возможных значений.  Сформулирована задача управления ансамблем 

траекторий системы в виде негладкой задачи минимаксного типа.  

Результаты данной работы  развивают исследования [10,11]. 

2. Модель динамической системы управления в условиях 

неполноты информации. Используем обозначение: nR  – n -мерное 

евклидово пространство векторов x ,  xxx ,  – норма вектора x , ),( yx  – 

скалярное произведение векторов x  и y .  Рассмотрим  динамическую 

систему, состояние которой n

n Rxxxx  ),...,,( 21  на заданном отрезке времени 

],[ 10 ttT   определяется как решение векторного дифференциального 

уравнения  
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                                     Ttwuxtf
dt

dx
 ),,,,( .                                          (1) 

В данной модели динамической системы имеются параметры двух типов: 

),...,,( 21 muuuu  – параметры управления; ),...,,( 21 kwwww  – параметры внешних 

воздействий. В качестве допустимых управлений будем выбирать измеримые  

функции Tttuu  ),( , принимающие значения из компакта mRU  . 

Информация о параметрах  внешних воздействий минимальна, т.е. будем 

считать, что они представляют собой некоторую измеримую функцию 

Tttww  ),( , со значениями из компакта kRW  , причем конкретная их 

реализация в  процессе управления заранее  неизвестно. Кроме того, будем 

предполагать, что начальное состояние  системы )( 0tx  также неизвестно 

заранее и задано лишь ограничение на допустимые значения этой величины,  

а именно Dtx )( 0 , где D –  компакт из nR . При таких предположениях 

рассматриваемое уравнение (1) представляет собой модель систему 

управления в условиях информационных ограничений относительно 

внешних возмущающих сил и  начального состояния.  

Множество всех допустимых управлений  Tttu ),(  обозначим  TU , а 

множество всех возможных реализаций Tttw ),(  внешних  возмущающих 

сил обозначим TW .Чтобы при конкретной реализации параметров TUu )(  и 

TWw ),( , а также начального состояния 0

0 )( xtx  , можно было определить  

единственную  абсолютно непрерывную траекторию ))(),(,,( 0  wuxtxx , на 

правую часть уравнения следует налагать определенные условия [24], 

например, измеримость компонент n -вектор функции ),,,( wuxtf  по 

переменной Tt   , непрерывность по совокупности переменных 

WVRwux n ),,(  и ограничение на рост функции  ),,,( wuxtf  вида 

))((),,,( wuxtmwuxtf   или вида ))((),(
2

wuxtmxx  , где )(tm – 

неотрицательная суммируемая на ],[ 10 ttT   функция.  
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Предполагая выполненными условия  существования и единственности 

траекторий  системы  (1) при заданном TUu )(  в каждый момент времени 

Tt   определим множество  

    })(,)(,|))(),(,,({)),(,,( 00

TTT WwUuDxwuxtxWuDtX  ,                      (2) 

объединяющее  все траектории системы при всевозможных значениях 

начального состояния и  внешних возмущающих сил. Будем говорить, что 

многозначное отображение TtWuDtXt T  ),),(,,(  является ансамблем 

траекторий системы (1), порожденным множеством начальных состояний D , 

управлением TUu )(  и множеством внешних воздействий TW .  

Ансамбль траекторий  характеризует динамику систему управления в 

условиях неполноты информации относительно параметров  ))(),(,( 0  wux . Для 

данной системы представляет интерес также семейство )),(,( TWuDH   всех 

абсолютно непрерывных траекторий  Ttwuxtx  )),(),(,,( 0 , соответствующих 

управлению   TUu )(  и всевозможным парам TWDwx ))(,( 0 . При заданных 

выше условиях на правую часть уравнения (1) множество )),(,( TWuDH   

является предкомпактным множеством пространства непрерывных на  

],[ 10 ttT   n -вектор функций  )(TС n  с нормой nn RTtTC
txx )(max)(

)( 
 . При 

дополнительном условии  выпуклости и замкнутости множества 


Ww

wuxtfWuxtf


 ),,,(),,,(  семейство )),(,( TWuDH   будет компактом 

пространства )(TС n . Отметим, что свойства ансамбля траекторий 

TtWuDtX T  ),),(,,(  и семейства абсолютно непрерывных траекторий 

)),(,( TWuDH   можно получить как следствие из результатов теории 

дифференциальных включений. Чтобы убедится на это нам достаточно 

представить рассматриваемую систему управления в виде управляемого 

дифференциального включения 

                                TtuxtF
dt

dx
 ),,,( ,                                                    (3) 
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где ),,,(),,( WuxtfuxtF  . При сделанных на правую часть уравнения  (1) 

допущениях,  рассматриваемая система управления в условиях неполноты 

информации о параметрах Ww  описывается  дифференциальным  

включением (3).   

3. Метод исследования. Линейное управляемое дифференциальное 

включение. Рассмотрим систему с неполными данными, которая 

описывается дифференциальным включением с параметром управления: 

                     TtutBxtA
dt

dx
 ),,()( .                               (4) 

где nx  -вектор состояния, mu  -вектор управления со значениями из 

компакта  mRU  , )(tA  – nn -матрица, ),( utB  – непустой компакт из nR . На 

правую часть дифференциального включения (4)  будем налагать следующие 

условия: 1) элементы матриц )(tA  суммируемы на  10 , ttT  ; 2) отображение 

),(),( utBut   измеримо по Tt  и непрерывно по ,Uu  причем 

VTuttSup
utb




),(),(
),(




, где )(t –суммируемая на T функция.  

Пусть  ))(,( uDH  – множество абсолютно непрерывных траекторий 

))(,,( 0  uxtxx  дифференциального включения (4), соответствующих 

управлению TUu )(  и всевозможным начальным состояниям 0

0 )( xtx   из 

заданного компакта:   Dtx )( 0 . При дополнительном условии выпуклости  

значений многозначного отображения ),(),( utBut   и выпуклости компакта 

D  множество ))(,( uDH  является выпуклым компактом из )(TС n .  

Теперь рассмотрим ансамбль траекторий дифференциального 

включения (4), т.е.  многозначное отображение TtuDtXt  )),(,,( , 

определяемое как   TtuDHxtxRuDtX n  ,))(,()(),(:))(,,(  . Каждое 

значение данного многозначного отображения является множеством 

достижимости дифференциального включения при  TUu )(  и Dtx )( 0 . 
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Из компактности и выпуклости множества ))(,( uDH   следует 

компактность и выпуклость значений многозначного отображения 

TtuDtXt  )),(,,( .  Однако, свойства выпуклости и замкнутости множеств 

достижимости TtuDtX )),(,,(  дифференциального включения (4) имеют 

места без предположения выпуклости значений многозначного отображения 

),(),( utBut  , если только потребовать выпуклость и компактность 

начального множества D . Это утверждение вытекает из следующего 

представления множества достижимости [8]:  

              duBtFDttFuDtX

t

t

))(,(),(),())(,,(

0

0  ,                                      (5) 

где ),( tF –фундаментальная матрица решений уравнения 

EFxtA
dt

dx
 ),(,)(  ( E единичная матрица).  

В (5) множество TtuDtX )),(,,( представлено как алгебраическая сумма 

двух множеств. При компактности начального множества D  множество 

DttF ),( 0  также будет компактом nR , при дополнительном условии 

выпуклости D , выпуклым компактом. Следовательно, при сделанных 

допущениях относительно правой части дифференциального включения (4) и 

начального множества D   множество достижимости всегда компактно, а при 

дополнительном условии выпуклости D  оно является выпуклым компактом 

из  nR . 

Теперь предполагая в дальнейшем, что начальное множество является 

выпуклым компактом  можно сформулировать следующее утверждение. 

Лемма 1.  Множество достижимости  TtuDtX )),(,,(  является 

выпуклым компактом nR , причем его опорная функция выражается 

формулой: 

 n

t

t

RduBtFCDttFCuDtXС    ,))),(,(),((),),(())),(,,((

0

0 .              (6) 
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Для моделей вида (4) одним из важных вопросов является задача 

управления ансамблем траекторий  по некоторому критерию  оптимизации.  

Одним из таких критериев, часто используемых в  задачах оптимизации, 

является терминальный  функционал ))(())(( 1txgxJ  , ))(,()(  uDHx , где )(g – 

заданная функция аргумента nR . Гарантированным значением данного 

функционала  для системы (4) назовем  величину ))((sup))(,(
))(,()(




xJuD
uDHx

. 

Учитывая вид терминального функционала ))(())(( 1txgxJ  , нетрудно заметить, 

что )(sup))(,(
))(,,( 1




guD
uDtX 

 . 

Теперь рассмотрим следующую задачу управления ансамблем 

траекторий системы (4):  

                T
uDtX

UuguD 


()min,)(sup))(,(
))(,,( 1




.                           (7)  

Предположим, что в задаче (7) функция )(g , nR  имеет вид  

                                          ),(maxmin)( mPzg
MmZz




 ,                                   (8) 

 где P – ns -матрица, Z –  выпуклый компакт, M – компакт из sR . Данную 

функцию можно записать так:  

)],(),[(min)],(max),[(min)( zMCPzzmPzg
ZzMmZz




 . 

Задача (7) является минимаксной управления ансамблем траекторий 

системы (4) с терминальным функционалом.   

4. Основные результаты. В рассматриваемой задаче терминальный 

функционал )(g , nR  обладает свойством  вогнутости.  Будем 

использовать    представление  функционала )(sup))(,(
))(,,( 1




guD
uDtX 

 , которое 

получается после применения известной теоремы о минимаксе из выпуклого 

анализа [4,5]:  

                        )],())),(,,(([min))(,( 1 zMCzPuDtXCuD
Zz




.                   (9) 

Учитывая  формулу (6)  равенство (9)  запишем в следующем виде: 
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]))),(,(),((),(),),(([min))(,(
1

0

101  


t

t
coZz

dtzPtutBttFCzMCzPDttFCuD .        (10) 

 Пусть ),( zt – абсолютно непрерывное решение уравнения      




)(tA
dt

d
   с начальным условием zPt )( 1 . Такая функция имеет 

представление zPttFzt  ),(),( 1 . Тогда равенство (10) можем записать в виде: 

 ])),()),(,((),()),(,([min))(,(
1

0

0 


t

t
coZz

dtzttutBCzMCztDCuD  .                    (11) 

Теорема 1. Пусть Tttu ),(0 – оптимальное управление в задаче (7). 

Тогда почти для всех Tt   имеет место равенство 

                 ))(),,((min))()),(,(( 000 tutBCttutBC
Uu




 ,                                     (12) 

где ),()( 00 ztt   , 0z – произвольная точка глобального минимума функции   

                    
1

0

)),()),(,((),()),(,()( 0

0

0

t

t

dtzttutBCzMCztDCz                     (13) 

на множестве Z .  

Доказательство. Если Tttu ),(0 – оптимальное управление в задаче (7), 

то TUuuDuD  )())(,())(,( 0 , т.е. согласно (10) 

 

.)(],)),()),(,((),()),(,([min

])),()),(,((),()),(,([min

1

0

1

0

0

0

0

T

t

t
Zz

t

t
Zz

UudtzttutBCzMCztDC

dtzttutBCzMCztDC

















                 (14) 

Функция )(0 z , sRz , определенная формулой (13), является 

непрерывной, и  поэтому существует  0z – точка глобального минимума этой 

функции на выпуклом компакте coZ . Учитывая это, из (14) получим 

          

.)(,)),()),(,((),()),(,(

)),()),(,((),()),(,(

1

0

1

0

00

0

000

0

T

t

t

t

t

UudtzttutBCzMCztDC

dtzttutBCzMCztDC













 

Следовательно,  
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1

0

1

0

1

0

)),(),,((min)),()),(,((min])),()),(,(( 00

)(

00

t

t
Uu

t

t
Uu

t

t

dtztutBCdtzttutBCdtzttutBC
T

 . 

Теперь, пологая ),()( 00 ztt   , и используя свойств интеграла Лебега, из 

последних равенств получим, что почти для всех Tt   имеет место равенство 

(12). 

Лемма 2. Если Tttu ),(0 – оптимальное управление в задаче (8), то 

каждая точка глобального минимума Zz 0 функции (14) является, точкой 

глобального минимума функции  

  


1

0

)),()),,((min),()),(,()( 0

t

t
Uu

dtztutBCzMCztDCz  , coZz  .             (15) 

Утверждение леммы следует из  следующей цепочки  равенств: 

 

1

0

)),()),(,((),()),(,()())(,(min 0000

0

00

)(

t

t
u

dtzttutBCzMCztDCzuD   

))(,(min)(min)()),(),,((min),()),(,(
)(

0000

0

1

0


 uDzzdtztutBCzMCztDC

TUucoZz

t

t
Uu

 . 

Теперь, используя лемму 3 и необходимую часть теоремы 1, получим 

следующий результат. 

Теорема 2. Для оптимальности управления Tttu ),(0  в задаче (7) 

необходимо и достаточно существование точки глобального минимума 

Zz 0 функции )(z  вида (15) и выполнения условия (12) почти для всех Tt  . 

Заключение. Полученные условия оптимальности в рассмотренной 

минимаксной задаче управления ансамблем траекторий системы (4) 

показывают, что для построения оптимального управления следует сначала 

разрешение конечномерной задачи оптимизации: coZzz  min,)( . Если  

Zz 0  – решение этой задачи, то оптимальное управление Tttu ),(0  

определяется из условия (12), как результат решения параметризованной 

задачи оптимизации: TtUututBC  ,min,))(),,(( 0 .  
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